Cálculo Infinitesimal

Límites y Continuidad

1. Límite de una función en un punto. Propiedades.

2. Límites en el infinito.

3. Ramas Infinitas. Asíntotas de una curva.

4. Cálculo de límites. El número e.
5. Función continua en un punto y en un intervalo. Propiedades.

6. Teoremas relacionados con la continuidad de las funciones.

Objetivos Mínimos 

· Conocer los conceptos de límite de una función en un punto (tanto finito como no finito) y de límite en el ∞ (tanto finito como no finito). 

· Conocer el concepto de límite lateral y su relación con el de límite. 

· Saber determinar las asíntotas  y ramas parabólicas de una función. 

· Conocer las propiedades algebraicas del cálculo de límites. Reconocer los tipos principales de indeterminación en el cálculo de límites.

· El número e como límite de la sucesión: 
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.                   Aprender las principales técnicas  de resolución de      indeterminaciones, en especial las relacionadas con el número e. 

· Conocer el concepto de continuidad de una función en un punto, incluida la continuidad lateral. 

· Conocer el concepto de continuidad de una función en un intervalo y qué significa eso en los extremos del intervalo.

· Conocer los distintos comportamientos de discontinuidad que pueden aparecer y saber reconocerlos usando los límites laterales. 

· Saber determinar la continuidad de las funciones definidas a trozos.  
· Principales resultados en relación con la continuidad de una función en un intervalo:teorema de conservación del signo,teorema de Bolzano,  teorema de los valores intermedios y teorema de Weierstrass.
Idea intuitiva de límite funcional.-

Observa la gráfica de la siguiente función:       
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Podemos ver en la gráfica que a medida que los valores de x están más próximos a cero los valores de la función se “aproximan” más a dos.

Esto lo apreciamos claramente en la siguiente tabla de valores:

	x
	0,1
	0,01
	0,001
	0,0001
	....
	0
	....
	-0,001
	-0,01
	-0,1

	f(x)
	1,92
	1,99
	1,999
	1,9999
	…….
	2
	……
	2,0007
	2,007
	2,078


 Observa la gráfica de esta otra función:
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Se puede observar claramente que cuando los valores de  x se “aproximan” a -2 los valores funcionales de 
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 se hacen  cada vez mayores.

Esto se aprecia en la siguiente tabla de valores:

	x
	-1,9
	-1,99
	-1,999
	....
	-2
	...
	-2,001
	-2,01
	-2,1

	f1(x)
	100
	10000
	1000000
	….
	
[image: image5.wmf]¥


	….
	1000000
	10000
	100
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Observa la gráfica de esta nueva  función:
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En este caso podemos ver que a medida que los valores de x se hacen mayores los valores funcionales se “aproximan” cada vez más a cero.

Observa la siguiente tabla de valores:

	x
	10
	100
	1000000
	....
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	f1(x)
	0,8
	0,08
	0,000008
	….
	0
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Por último, observa la gráfica de esta función: 
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En este caso, sobre la gráfica se observa que a medida que los valores de “l” crecen  los valores de “T” crecen, también, cada vez más.

Sobre una tabla de valores podemos comprobar lo dicho anteriormente:

	l
	10
	100
	1000000
	....
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	T
	6,32
	20
	2000
	….
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Todos estos ejemplos nos llevan a poder dar una idea intuitiva del significado  del concepto de límite funcional.

Diremos que el límite de una función 
[image: image11.wmf]f

 es 
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 puede ser cualquier número real o 
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puede ser cualquier número real o 
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) si sucede que cuanto más  se concentran los valores de  x  en las proximidades de 
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, los valores funcionales correspondientes  se concentran  en las proximidades de 
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Todo esto se escribe de modo matemático así:
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1. Límite de una función en un punto.-


A) LÍMITES LATERALES FINITOS.


A1) Límite por la izquierda:


Se dice que 
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  si cuando x toma valores próximos a 
[image: image22.wmf]a

, por su izquierda, 
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 toma valores cada vez más próximos al número 
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A2) Límite por la derecha:


Se dice que 
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  si cuando x toma valores próximos a 
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[image: image27.wmf])

(

x

f

 toma valores cada vez más próximos al número 
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Ejemplo.-
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Observa sobre el gráfico de esta función como se cumple que:
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Fíjate ahora en este otro ejemplo:
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La función que tiene esta gráfica cumple que:
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En el primer caso los límites laterales en el valor de x =2 son distintos, mientras que en el segundo ejemplo los límites laterales en el valor de x = 1 coinciden (valen cero).

Se dice entonces que si los límites laterales toman el mismo valor, es decir, 
[image: image33.wmf]A

x

f

lím

a

x

=

-

®

)

(

 y 
[image: image34.wmf]A

x

f

lím

a

x

=

+

®

)

(

 existe el límite de 
[image: image35.wmf])

(

x

f

 en 
[image: image36.wmf]a

x

=

, se escribe:

	
[image: image37.wmf]A

x

f

lím

a

x

=

®

)

(




Si los límites laterales toman distinto valor en 
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B) LÍMITES LATERALES  NO FINITOS.



B1) Límite por la izquierda:


Se dice que 
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  si cuando x toma valores próximos a 
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 toma valores cada vez mayores, llegando a superar a cualquier valor, por muy grande que éste sea.


B2) Límite por la derecha:


Se dice que 
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  si cuando x toma valores próximos a 
[image: image45.wmf]a

, por su derecha, 
[image: image46.wmf])

(

x

f

 toma valores cada vez mayores, llegando a superar a cualquier valor, por muy grande que éste sea.

Ejemplo.-
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En esta gráfica de la función 
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B3) Límite por la izquierda:


Se dice que 
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  si cuando x toma valores próximos a 
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 toma valores cada vez “más  negativos”(o sea, más pequeños).


B4) Límite por la derecha:


Se dice que 
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  si cuando x toma valores próximos a 
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 toma valores cada vez  “más  negativos”(o sea, más pequeños).

Ejemplo.-
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En esta gráfica de la función 
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Si 
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Si los límites laterales toman distinto valor en 
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C) PROPIEDADES DE LOS LÍMITES.

C1) 
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                    Siempre que no aparezca la indeterminación: 
[image: image69.wmf]¥

-

¥



C2) 
[image: image70.wmf])

(

).

(

))

(

).

(

(

x

g

x

f

x

g

x

f

lím

lím

lím

a

x

a

x

a

x

®

®

®

=



       Siempre que no aparezca la indeterminación: 
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C3) 
[image: image72.wmf])

(

)

(

)

)

(

)

(

(

x

g

x

f

x

g

x

f

lím

lím

lím

a

x

a

x

a

x

®

®

®

=

   con 
[image: image73.wmf]0

))

(

(

¹

®

x

g

lím

a

x



       Siempre que no aparezcan las  indeterminaciones: 
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C4) 
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    (*La función potencia solo está definida para valores positivos de la base)

       Siempre que no aparezcan las  indeterminaciones: 
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2. Límites en el infinito.-

A) LÍMITE FINITO.


Se dice que 
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 si al aumentar los valores de x tanto como queramos los valores de la función 
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Se dice que 
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 si al hacer los valores de x tan negativos como queramos los valores de la función 
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Se dice que  
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 no existe, si al aumentar (o disminuir) los valores de x cada vez más (cada vez más pequeños) los valores de 
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 ni crecen ni decrecen ni se acercan, cada vez más, a ningún número.

Ejemplo.-
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B) LÍMITE NO FINITO.


Se dice que 
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 si al aumentar los valores de x tanto como queramos los valores de la función 
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Se dice que 
[image: image88.wmf]-¥

=

+¥

®

))

(

(

x

f

lím

x

 si al aumentar los valores de x tanto como queramos los valores de la función 
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Se dice que 
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 si al hacerse más negativos los valores de x  los valores de la función 
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Se dice que 
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 si al hacerse más negativos los valores de x  los valores de la función 
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 se hacen cada vez  más negativos.

Todo lo referente a las propiedades de los límites de una función en un punto se cumple también en el caso de límites en el infinito. Es decir, todas las propiedades vistas en el apartado anterior se cumplen ahora poniendo en lugar de 
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Ejemplo.-
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  Observa  sobre la gráfica de la función
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  que se cumple:
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   En la gráfica de  
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  puedes ver que se cumple:
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Dibuja tú la gráfica de una función que modelice los límites: 
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Observación.- Al calcular este tipo de límites en el infinito puede que obtengamos una indeterminación (en apariencia),  que no lo es en realidad.

Comparación de infinitos 

Si tenemos que 
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Se dice que 
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 es un infinito de orden superior a 
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 o lo que es lo mismo:  
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Es fácil comprobar las siguientes afirmaciones:

· Dadas dos potencias de “x”, la de mayor exponente es un infinito de orden superior: 
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· Dadas dos funciones exponenciales de bases mayores que 1(el límite cuando 
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 de estas funciones es un infinito pues cuando 
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 se dice un infinitésimo), la de mayor base es un infinito de orden superior. 
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· Cualquier función exponencial de base mayor que 1 es un infinito de orden superior a cualquier potencia: 
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· Tanto las funciones exponenciales de base mayor que 1 como las potencias de “x” son infinitos de orden superior a cualquier función logarítmica: 
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· Dos polinomios del mismo grado o dos potencias de la misma base son infinitos del mismo orden, es decir: 
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 EMBED Equation.3  [image: image118.wmf]0
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Familiarízate con estos sencillos resultados pues son muy útiles para el cálculo de límites.

3. Ramas infinitas. Asíntotas de una curva.-

Al desarrollar el tema nos hemos encontrado en alguna ocasión tramos de una curva que se alejan indefinidamente, son las llamadas Ramas infinitas.
Cuando una Rama infinita se ciñe (se aproxima) a una recta, a esta recta se la llama Asíntota de la curva y a la rama correspondiente se le llama: 
Rama asintótica.

A) Rama infinita en x=a. Asíntota Vertical.


Las únicas ramas infinitas que se pueden encontrar en valores concretos de la abscisa 
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son las ramas asintóticas verticales.

Así, si una función 
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 es una Asíntota Vertical de dicha función.

La posición de la curva respecto a la asíntota depende del signo de los límites laterales.

Ejemplo.-

Las  Asíntotas verticales de la función 
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Ejemplo.-

Observa la gráfica de la función e indica si tiene Asíntota Vertical:
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En este caso la función presenta una Asíntota vertical     
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Porque se verifica que:
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B) Ramas infinitas cuando 
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    Asíntota Horizontal. Asíntota oblicua. Rama Parabólica.

     Hay varios tipos de ramas infinitas cuando 
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B1) Asíntota Horizontal.- Si se verifica que 
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La posición de la curva respecto a la asíntota depende del signo de 
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Ejemplo.-

La función 
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,  la posición de la curva respecto a la Asíntota la determina el signo de la diferencia entre los valores: 
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(Tiene además una Asíntota vertical en 
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Ejemplo.-

La función cuya gráfica es la dada más abajo, tiene una Asíntota horizontal  
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Se cumple que 
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Evidentemente la gráfica muestra que la función está por encima de la Asíntota para los valores de 
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Ejemplo.-

La función cuya gráfica es la  de 
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Se cumple que 
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Evidentemente la gráfica muestra que la función está por debajo de la Asíntota para los valores de 
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B2) Asíntota Oblicua.- Hay funciones 
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Para que dicha recta sea Asíntota Oblicua de 
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La posición de la curva respecto a la asíntota depende del signo de 
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Ejemplo.-

La función 
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Ejemplo.-

[image: image1444.emf]La función 
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Asíntota Oblicua:  
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Haz tú los cálculos como en el ejemplo anterior:


B3) Ramas Parabólicas.-  Si se cumple 
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 y la curva no tiene Asíntota Oblicua entonces la curva presenta una Rama Parabólica. Hay dos tipos:

1. Tipo 1.- La curva crece, o decrece, cada vez más deprisa. De este tipo son las ramas parabólicas de las funciones polinómicas y exponenciales.
2. Tipo 2.- La curva crece, o decrece, cada vez más despacio. De este tipo son las ramas parabólicas de las funciones radicales y logarítmicas.
Ejemplo.-

La función 
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 tiene una Rama parabólica tipo 2
[image: image1445.emf]
La función crece cada vez más despacio.
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Ejemplo.-

La función  
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[image: image1446.emf]La función  decrece cada vez más rápido.
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Ejemplo.-

Dadas las funciones: 
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. Determina sus ramas parabólicas.
[image: image1447.emf]
4. Calculo de Límites. El número e.-


A) INDETERMINACIÓN 
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En la mayoría de los casos basta con efectuar las operaciones indicadas.

Ejemplo.-

Calcula el siguiente límite:
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Para resolverla efectuamos la operación indicada entre paréntesis:
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Por tanto se cumple que: 
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[image: image1448.emf]
Observa la gráfica de: 
[image: image190.wmf]1

1

2

)

(

2

-

+

=

x

x

x

f


En otros casos, sobre todo aquellos en que aparecen radicales, basta multiplicar 
y dividir por la expresión radical conjugada.

Ejemplo.

Calcula el siguiente límite:
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Para resolverla multiplicamos y dividimos la expresión dada por su conjugada.
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Evidentemente el último límite es más infinito pues crece más rápidamente el numerador que el denominador.

B) INDETERMINACIÓN 
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En la mayoría de los casos basta con efectuar las operaciones indicadas.

Ejemplo.-

Calcula el siguiente límite:
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Para resolverla efectuamos la operación indicada entre paréntesis:
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 y en consecuencia:
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C) INDETERMINACIÓN 
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Cuando solamente aparecen funciones racionales basta con descomponer factorialmente numerador y denominador.

Ejemplo.-

Calcula el siguiente límite:
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Para resolverla descomponemos factorialmente numerador y denominador.
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En aquellos casos en los que aparecen radicales, basta con multiplicar y dividir por la expresión radical conjugada.

Ejemplo.-

Calcula el siguiente límite:
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Para resolverla multiplicamos  numerador y denominador por 
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D) INDETERMINACIÓN 
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En la mayoría de los casos basta con dividir numerador y denominador por la 
mayor potencia de x del denominador.

Ejemplo.-

Calcula el siguiente límite:
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Para resolverla dividimos numerador y denominador por 
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Ejemplo.-
Calcula el siguiente límite:
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Para resolverla dividimos numerador y denominador por 
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Observa la siguiente gráfica:

[image: image1449.emf]Gráfica de:
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Observa que en el caso de que 
[image: image234.wmf]-¥

®

x

 el límite: 
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 se obtendría dividiendo numerador y denominador por: 
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(Dentro de una raíz cuadrada el número ha de ser positivo) y así se explica que ese límite valga -1.

E) INDETERMINACIÓNES: 
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Para resolver este tipo de indeterminaciones usaremos la denominada 

Regla de L’hôpital basada en las derivadas y que veremos más adelante.   
De todas formas (si la indeterminación es 
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La sucesión numérica definida por 
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[image: image240.wmf]e

).

Aproximadamente este número vale:
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Veamos ahora distintos límites relacionados con el número 
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 que nos van a permitir establecer la fórmula de resolución de las indeterminaciones: 
[image: image243.wmf]¥

1


 A)
[image: image244.wmf](

)

e

n

n

n

lím

=

+

®

a

a

a

1

0

1

 (siendo 
[image: image245.wmf]n

a

 cualquier sucesión  con
[image: image246.wmf](

)

0

=

+¥

®

n

n

lím

a

)

En efecto, hagamos 
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 Sustituyendo en A) 
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B) 
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Si hacemos 
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C) 
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Si hacemos 
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E) Sean 
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En este caso tendremos la indeterminación: 
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Se verifica la siguiente igualdad de límites:
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Como: 
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Ejemplo.-

Calcula el límite:
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Aplicamos pues la fórmula dada más arriba y tenemos que:
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Calcula tú como ejercicio el límite siguiente del mismo modo:
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   Solución: 
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5. Función continua en un punto y en un Intervalo.-


La idea de función continua es, como ya sabemos, la de aquella cuya gráfica puede ser construida con un solo trazo.


Al trabajar con la expresión analítica de la función, veremos que el concepto de límite es fundamental para el estudio de la continuidad, de tal modo que estableceremos un criterio, basado en el límite, para determinar cuando una función es o no continua.

Ejemplo.-

Observa las gráficas de distintas funciones:

[image: image1450.emf]
Esta función tiene por expresión analítica:
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Observa su trazo continuo en todo 
[image: image280.wmf]Â


[image: image1451.emf]
Esta otra función tiene por expresión analítica:


[image: image281.wmf]ï

î

ï

í

ì

³

<

+

=

1

2

1

3

)

(

x

si

x

x

si

x

x

f


Observa su trazo continuo en su dominio

[image: image282.wmf])
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En estos dos primeros casos las funciones dadas son ambas de trazo continuo, pero hay otros casos en los que las funciones tienen una gráfica que no puede ser dibujada con un único trazo. Veamos distintos casos:

[image: image1452.emf]
Esta función tiene por expresión analítica:


[image: image283.wmf]ï

î

ï

í

ì

³

+

<

£

<

=

3

2

3

0

2

0

)

(

2

x

si

x

x

si

x

x

si

x

x

f


Observa su trazo no continuo en el valor de x=3
En  los demás puntos de su dominio su trazo es continuo 

Observa las gráficas de distintas funciones que no tienen un único trazo y por tanto no son continuas:

[image: image1453.emf]
Veamos pues ahora cual es la formalización matemática del concepto de continuidad.

Diremos que una función  de expresión analítica 
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Observación 1: la palabra existe  de la condición a) quiere decir que el resultado sea un número real

Observación 2: la condición c) basta para definir la continuidad en un punto de la función dada pues si esta condición c) se  verifica,  necesariamente se han de dar a) y b).

Observación 3: cuando una función no es continua en un punto se dice discontinua
Diremos que una función 
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 es continua en un intervalo abierto 
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Diremos que una función 
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 es continua por la derecha en un punto de su dominio 
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Diremos que una función 
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 es continua por la izquierda en un punto de su dominio 
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Diremos que una función 
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 es continua en un intervalo cerrado 
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Es conveniente señalar aquí que todas las funciones definidas por expresiones analíticas elementales (lineales, cuadráticas, de proporcionalidad inversa, radicales, logarítmicas, exponenciales, trigonométricas) son todas continuas en los puntos en los que están definidas (o sea, en su dominio).
PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS.

Sean  
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Tipos de Discontinuidad de las Funciones.-

Ya hemos señalado anteriormente que una función es Discontinua en un punto
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 cuando no cumple alguna de las tres condiciones de continuidad en ese punto.

De ahí que podamos establecer distintos tipos de Discontinuidad:

1. Evitable.- Cuando existe el 
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Ejemplo.-

[image: image1454.emf]            

        (En este caso el punto es:
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El valor del límite en ese punto es:
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[image: image1455.emf]En este caso son distintos los valores.

      (En este caso el punto es: 
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El valor de la función en el punto 
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El valor del límite en ese punto es 
[image: image324.wmf]3

)

(

2

=

®

x

f

lím

x


En este caso no existe 
[image: image325.wmf])
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2. De Salto.- Cuando existe el límite por la derecha y por la izquierda (siendo ambos finitos) pero no coinciden.

Ejemplo.-
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En este caso los límites laterales no coinciden siendo ambos finitos.
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3. Asintótica.-Alguno de los límites laterales(o ambos) no es finito.


Ejemplo.-

[image: image1457.emf]
Para esta función los límites laterales en 
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4. Esencial.-  Cuando no existe alguno (o ambos) de los límites laterales

         
Ejemplo.- Observa la  gráfica de la siguiente función: 
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[image: image1458.emf]
6. Teoremas relacionados con la continuidad de las funciones.
Muchas de las propiedades de las funciones continuas las acepta como evidentes nuestro sentido común, sobre todo cuando las interpretamos geométricamente mediante la representación gráfica.

Sin embargo, el rigor matemático, en aras a evitar errores y paradojas, exige elaborar demostraciones  de estas propiedades apoyándose en definiciones precisas de los conceptos básicos.

En este nivel de 2º de Bachillerato y, atendiendo a las recomendaciones de la (CIUGA), evitaremos dichas demostraciones que  no aportan métodos operativos interesantes desde un punto de vista práctico. Sin embargo, en todos los casos se incluirán explicaciones plausibles y figuras que ayuden a entender el significado de los teoremas.
Teorema de conservación del signo.-

Si la función 
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 es continua en 
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Explicación.- Si una función 
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 es continua en 
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Interpretación gráfica.-

[image: image1459.emf][image: image1460.emf]
Cuando 
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 es continua en 
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 en el que la función mantenga el  signo de 
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Ejemplo:la función no es continua en 
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 y no hay ningún entorno de 
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 en el que la función conserve el signo.
Teorema de Bolzano (o teorema de los ceros).-

Si la función 
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 es continua en el intervalo 
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Explicación.- La gráfica de una función continua no tiene agujeros ni interrupciones, y si “atraviesa” una línea recta, forzosamente tendrá un punto común con ella.
Interpretación gráfica.-

[image: image356.png]



La gráfica de la función necesariamente ha de atravesar al eje X al pasar del semiplano inferior al semiplano superior, y por lo tanto 
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 se anulará 

al menos en un punto (en este caso concreto en tres).
[image: image1461.emf]
Aunque la función cambie de signo en los extremos de 
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, observa que si  no es  continua en dicho intervalo (en el ejemplo es discontinua en
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Teorema de Darboux (o teorema de los valores intermedios).-

Si la función 
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 es continua en el intervalo 
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Explicación.-Es una consecuencia inmediata del teorema de Bolzano.

La gráfica de una función continua 
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 en el intervalo 
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Interpretación gráfica.-
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Intenta demostrar este teorema como consecuencia directa del de Bolzano:

¡Aplica Bolzano a la función 
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Otra consecuencia inmediata del teorema de Bolzano es.
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¡Aplica Bolzano a la función 
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Teorema de Weierstrass.-

Si  
[image: image384.wmf]f

 es una función continua en el intervalo 
[image: image385.wmf][
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 entonces tiene un máximo y un mínimo absolutos en ese intervalo. Es decir, existen dos números c y d de dicho intervalo para los que se verifica:
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[image: image1464.emf]
En la función 
[image: image387.wmf]f

 del gráfico, observa como el máximo o el mínimo pueden alcanzarse, bien en un extremo, bien en un punto interior del intervalo. 

Así en este ejemplo el mínimo se alcanza en “a” y el máximo en “c”.

Observa que si el intervalo fuese abierto no podríamos asegurar la existencia de máximo o mínimo en el intervalo. En el ejemplo anterior,
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 no tendría mínimo  en el intervalo 
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Si 
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 no fuese continua en 
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 ,  en el siguiente ejemplo es discontinua en 
[image: image393.wmf]c

, no estaría garantizada la existencia de máximo o mínimo en dicho intervalo pues la función podría  no estar acotada (como en el ejemplo) en dicho intervalo.

[image: image1466.emf]
La consecuencia inmediata del teorema de Weierstrass (y teniendo en cuenta el teorema de los valores intermedios), es que el recorrido de la función 
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 está en el intervalo 
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Derivada y Diferencial

7. Concepto de Derivada de una función en un punto.

8. Función derivada de otra función.

9. Reglas para obtener las derivadas de algunas funciones.
10. Aplicaciones de la derivada.
11. Representación de funciones polinómicas y racionales.

Objetivos Mínimos 

-
Conocer la definición de derivada de una función en un punto, interpretarla gráficamente y aplicarla para el cálculo de casos concretos.

   Relación entre la derivabilidad y la continuidad de una función.
- Concepto de función derivada de una función. Conocer las reglas de derivación y utilizarlas para hallar la función  derivada de otra, en especial la derivación implícita y la derivación logarítmica.
   Concepto de diferencial de una función, interpretación geométrica y aplicaciones de la diferencial.
-
Utilizar la derivación para hallar la recta tangente a una curva en un punto, los intervalos de crecimiento,  los intervalos de curvatura, los máximos, mínimos y puntos de inflexión de una función.
   Aplicación de las derivadas en la resolución de problemas de Optimización.

   Aplicación de las derivadas en el cálculo de límites: Regla de L´hôpital.

   Dos teoremas relacionados con el cálculo de derivadas: Teorema de Rolle y Teorema del valor medio.

-
Conocer el papel que desempeñan las herramientas básicas del análisis (límites, derivadas...) en la representación de funciones y dominar la representación sistemática de funciones polinómicas y racionales.

Introducción.-

El concepto de derivada surgió como resultado de grandes esfuerzos de los matemáticos (durante muchos años), dirigidos a  resolver dos problemas:


1. Determinar la recta tangente a una curva en uno de sus puntos.


2. Encontrar el valor de la velocidad instantánea en movimientos no    
  
   uniformes.

El primero que formuló la idea de derivada fue  Fermat (1602-1665), al estudiar las tangentes a una curva con el fin de resolver problemas de máximos y mínimos.

En el siglo XVII un gran matemático como Isaac Newton dio una respuesta completa a estos problemas mediante la invención de la derivada.
Otro gran matemático como Leibniz, contemporaneo de Newton y coinventor de la derivada, introdujo la notación actual de derivada como cociente de dos cantidades infinitamente pequeñas 
[image: image396.wmf]dx

dy


Un siglo más tarde, un matemático tan importante como Euler contribuyó a mejorar el concepto inventado por Newton y Leibniz. 
Todos estos matemáticos progresaron en la definición de derivada sin perfilar el concepto de límite. 
No fue hasta  principios del siglo XIX cuando Cauchy, al relacionar el concepto de derivada con el de límite, hizo que el cálculo de derivadas se transformase en un proceso claro y sistemático que permite hoy en día manejar este concepto con mayor soltura que los grandes matemáticos  anteriores a Cauchy.

Al estudiar las funciones podemos proceder con un enfoque estático (¿cuánto vale “y” para un valor concreto de “x”?)  o bien mediante un enfoque dinámico (¿con qué rapidez se produce la variación de la variable “y” en relación a la variación de la variable “x”?).

En esta unidad didáctica haremos un estudio de las funciones desde un punto de vista dinámico, empezaremos estudiando la variación relativa (que se corresponde con el concepto de tasa de variación media de una función) y a partir de aquí definiremos la variación instantánea que se corresponderá con el concepto de derivada de una función en un punto.

1. Concepto de derivada de una función en un punto


Observa la gráfica de estas dos funciones:
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La función 
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Sin embargo el crecimiento medio de cada una es muy distinto:

Para  
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[image: image406.wmf]3

1

3

=

 en el intervalo [1,2]


Se define la Tasa de variación media (TVM) de una función 
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Frecuentemente el intervalo 
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Geométricamente la TVM de la función  
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 nos da la pendiente de la recta secante que une los puntos A y B siendo 
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Observa la gráfica de la función: 
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La recta  secante que une 
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 con 
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tiene por pendiente, según hemos visto, la TVM de la función 
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La recta  secante que une 
[image: image425.wmf]A

 con 
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tiene por pendiente, según hemos visto, la TVM de la función 
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La recta tangente a la función 
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 en el punto 
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 se obtiene como límite de las rectas secantes. Es lógico, por tanto, que su pendiente sea el límite de las pendientes de las rectas secantes cuando la longitud del intervalo: h se hace cero (
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Así pues, si el incremento medio de una función en un intervalo se mide por la TVM de dicha función en ese intervalo, el incremento instantáneo de una función en un punto se mide por la pendiente de la recta tangente a esa función en dicho punto.
Esa pendiente de la recta tangente a 
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Acabamos de ver que la derivada de una función en un punto, 
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, se obtiene como un límite. Para que este límite exista, sabemos que han de existir los límites laterales correspondientes, que en este caso se les denomina derivadas laterales y se obtienen:
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  es la derivada por la izquierda de 
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  es la derivada por la derecha de 
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Si las derivadas laterales existen y valen lo mismo, es decir, 
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Ejemplo.-

Sea la función 
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. Calcula la derivada,si existe, en el punto 
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La función 
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 es derivable en 
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 y su derivada vale: 2, que como ya sabemos es la pendiente de la recta tangente a la función en el punto de abscisa 
[image: image454.wmf]1
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Ejemplo.-

Sea la función 
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 calcula la derivada, si existe, en el punto 
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Las derivadas laterales valen lo mismo pero no son finitas de ahí que digamos que 
[image: image459.wmf]3
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 no es derivable en 
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De hecho la recta tangente a la función en el punto de abscisa 
[image: image461.wmf]0
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 es perpendicular al eje X(coincide con el ejeY).

[image: image1470.emf]
Derivabilidad y continuidad.-

Una función puede ser continua en un punto y no ser derivable en él.

Acabamos de ver en el ejemplo anterior para 
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(en ese punto la recta tangente es perpendicular) 

Fíjate ahora en este otro ejemplo.-

La función:  
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es una función continua en todo su dominio, de hecho sólamente hay que demostrarlo para 
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Sin embargo esta función no es derivable en 
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 ya que:
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Por tanto 
[image: image471.wmf])

1

(

)

1

(

)

1

(

f

existe

no

f

f

¢

Þ

¢

¹

¢

+

-

, 
[image: image472.wmf])

(

x

f

 no es derivable en 
[image: image473.wmf]1

=

x

.

[image: image474.png]tangente } o
enx=1 - £x)

A
Punto Anguloso





Hemos visto  que Continuidad no implica Derivabilidad.
Sin embargo, (condición necesaria de derivabilidad)
Si una función
[image: image475.wmf]f

es Derivable en 
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 necesariamente es Continua en 
[image: image477.wmf]a

.
Demostración.-
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es continua en 
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 sii 
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2. Función Derivada de otra función.-


Vamos a motivar este concepto mediante el siguiente 

Ejemplo.-

Calcula la derivada de la función 
[image: image482.wmf]x
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-2,-1,0,1,2,3,4.

Solución.- 
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 Para la función 
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Podemos observar  que se trata de una función 
[image: image488.wmf]f

¢

 que asocia  a cada abscisa el valor de la derivada de 
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 en ese punto 
(la pendiente de la recta tangente a
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en el punto dado). 

A 
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 se le denomina Función Derivada  de la función 
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.El nombre de derivada viene de que esta función 
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 deriva (proviene) de la función 
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Los puntos de la tabla anterior: (-2,-6);(-1,-4);............;(4,6). Corresponden todos a la gráfica de la recta de ecuación: 
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Para probarlo basta con obtener la expresión de la derivada de 
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 en un punto cualquiera 
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 mediante el cálculo del límite que ya conocemos.
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 EMBED Equation.3  [image: image504.wmf](

)

h

h

h

x

lím

h

2

2

0

-

+

=

®



 EMBED Equation.3  [image: image505.wmf](

)

2

2

0

-

+

=

®

h

x

lím

h



 EMBED Equation.3  [image: image506.wmf]2

2

-

=

x

.

	x
	f(x)
	f'(x)

	-10
	120,0000
	-22,0000

	-9
	99,0000
	-20,0000

	-8
	80,0000
	-18,0000

	-7
	63,0000
	-16,0000

	-6
	48,0000
	-14,0000

	-5
	35,0000
	-12,0000

	-4
	24,0000
	-10,0000

	-3
	15,0000
	-8,0000

	-2
	8,0000
	-6,0000

	-1
	3,0000
	-4,0000

	0
	0
	-2,0000

	1
	-1,0000
	0

	2
	0
	2,0000

	3
	3,0000
	4,0000

	4
	8,0000
	6,0000

	5
	15,0000
	8,0000

	6
	24,0000
	10,0000

	7
	35,0000
	12,0000

	8
	48,0000
	14,0000

	9
	63,0000
	16,0000

	10
	80,0000
	18,0000


[image: image1471.wmf]-2

-1

1

2

x

y



Ejemplo.- Dada la función cuya expresión analítica es: 
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a) su función derivada mediante el límite del cociente incremental.


b) los valores de 
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c) para que valor(es) de x es 
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3. Reglas para obtener las derivadas de algunas funciones.-
	Tabla de derivadas
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	Potencias
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	Trigonométricas
Funciones arco
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	Exponenciales

 Logarítmicas
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Ejemplo.- Calcula la derivada de cada una de las funciones:
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Ya sabemos que  si una función 
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 es derivable en todos los puntos de un intervalo, I, la función 
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Función derivada de 
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Ahora si 
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Ejemplo.- Halla las derivadas 1ª,2ª y 3ª de las funciones:
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Ejemplo.- Calcula 
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Ejemplo.- Calcula 
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Ejemplo.- Calcula  
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[image: image550.emf]
Derivabilidad en un punto utilizando las reglas de derivación.-

En algunas ocasiones se nos presenta el problema de determinar si una función es derivable en un punto 
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 en el que la función es continua y la derivada de esa función existe  en las proximidades de dicho punto 
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En esta situación podemos calcular las derivadas laterales de la función
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Todo lo dicho se formaliza matemáticamente:
	Si la función 
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Ejemplo.-

Estudia la derivabilidad  en 
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Solución.-

La función es continua en 
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Para ver si es derivable en 
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 calculamos mediante las reglas de derivación la función derivada de 
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Como las derivadas laterales en 
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 no coinciden, la función no es derivable en 
[image: image578.wmf]2

=

a


Es un punto anguloso de la función.
Ejemplo.-

Calcula el valor que han de tener las letras “a” y “b” para que la función:
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Solución.-

La función  dada es, evidentemente,continua en todos los puntos de su dominio (lo son las funciones polinómicas elementales que la determinan ) salvo a lo sumo en el punto 
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Según hemos dicho anteriormente una función derivable en un punto ha de ser necesariamente continua en ese punto( en este caso en 
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Ahora para que exista el límite: 
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Por tanto se ha de cumplir que: 
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Para que 
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 Calculamos las derivadas laterales de 
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Para que 
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Resolviendo el sistema de ecuaciones dado, más abajo, obtenemos los valores de a y b:
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Si lo resolvemos por reducción obtenemos: 
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Nuevas técnicas de Derivación.-

A) Derivación Implícita.-

En muchas ocasiones las funciones están dadas mediante expresiones del tipo 
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En estas expresiones los valores de “y” quedan implícitamente determinados y no es posible (o bien resulta muy complicado) obtener explícitamente una expresión del tipo 
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en estas expresiones 
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Ejemplo.-

La ecuación 
[image: image611.wmf]0

5

2

3

=

+

-

y

x

 define implícitamente una función lineal (recta).

En este caso obtenerla en forma explícita sería muy sencillo basta despejar 
[image: image612.wmf]y

 para obtener 
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En el caso en que quisiésemos obtener 
[image: image615.wmf]y
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 en forma implícita procederíamos: 

Derivamos miembro a miembro la ecuación en forma implícita teniendo en cuenta la regla de la cadena y que 
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Ejemplo.-

La ecuación 
[image: image619.wmf]0
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 corresponde a una circunferencia de centro en el origen y radio 2. Para hallar 
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 en forma implícita efectuamos
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[image: image622.wmf]y
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 viene dada ,en este caso, en fución de  
[image: image623.wmf]x

 e 
[image: image624.wmf]y

Para determinar el valor de la derivada en un punto necesitamos conocer tanto la “abscisa” como la “ordenada” de dicho punto. Por ejemplo si la circunferencia pasa por el punto de abscisa 
[image: image625.wmf]3
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 y ordenada 
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 Ejemplo.- Comprueba que 
[image: image628.wmf](
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 y calcula el valor de 
[image: image630.wmf]y
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 en dicho punto.
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A) Derivación Logarítmica.-

En muchas ocasiones, tomando logaritmos y aprovechando sus propiedades, simplificamos notablemente el cálculo de la derivada de una función.

Ejemplo.- dada la función 
[image: image633.wmf]x
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 calcula su derivada 
[image: image634.wmf]y
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Esta función no es potencial pues el exponente no es constante.

Esta función no es exponencial pues la base no es constante.

No tenemos ninguna regla para determinar su derivada, pero podemos tomar logaritmos previamente en dicha expresión y derivar la expresión resultante utilizando la regla de la cadena. Este modo de proceder se le denomina un tanto absurdamente derivación logarítmica. Procedamos pues:

A) tomamos logaritmos en los dos miembros: 
[image: image635.wmf]x
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B) derivamos mediante la r. de la cadena: 
[image: image636.wmf](
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Muchas veces se utiliza esta técnica de derivación para demostrar alguna de las reglas de derivación de la tabla de derivadas.

Ejemplo.-

Calcula la derivada de las funciones: 
[image: image637.wmf](

)

senx

x

x

y

b

senx

y

a

=

=

)

)
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Ejemplo.- (demostración de la derivada de un producto de dos funciones)

Vamos a comprobar mediante la derivación logarítmica esta igualdad


[image: image640.wmf](
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Si llamamos 
[image: image641.wmf])
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 Tomamos logaritmos  en esa expresión 
[image: image642.wmf])
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 Derivamos y obtenemos 
[image: image643.wmf])
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Despejamos  
[image: image644.wmf])
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[image: image646.wmf](
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Diferencial de una función.-
Observa la siguiente figura en la que aparece la gráfica de la función 
[image: image647.wmf])

(

x

f

 y su tangente en el punto 
[image: image648.wmf](
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Sabemos que el incremento de una función 
[image: image649.wmf]f

en 
[image: image650.wmf]a

 correspondiente a un incremento 
[image: image651.wmf]h

 de la variable independiente 
[image: image652.wmf](
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Definimos la diferencial de la función 
[image: image654.wmf]f

 en el punto 
[image: image655.wmf]a

 y escribimos 
[image: image656.wmf](
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La tangente a una curva en un punto es la recta que mejor se “ciñe” a la curva. Por eso la diferencial es una buena aproximación del incremento en las proximidades de 
[image: image659.wmf]a

(es decir, cuando 
[image: image660.wmf]0

®

h

). En efecto:


[image: image661.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

1

1

0

0

=

¢

¢

=

¢

¢

=

-

+

¢

=

¢

-

+

=

D

®

®

®

a

f

a

f

a

f

a

f

h

a

f

h

a

f

a

f

h

a

f

a

f

h

a

f

a

df

a

f

lím

lím

lím

a

h

h

h

son infinitésimos equivalentes.

La diferencial de una función en un punto nos da pues el incremento de la ordenada de la tangente correspondiente a un incremento 
[image: image662.wmf]h



 EMBED Equation.3  [image: image663.wmf](
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Si en lugar de considerar la diferencial en un punto concreto 
[image: image664.wmf]a

 se considera un punto genérico 
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 hablaremos de la diferencial 
[image: image666.wmf](
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Para la función identidad 
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 Así podremos escribir la derivada de una función 
[image: image672.wmf]f

 como cociente de diferenciales:

	
[image: image673.wmf](

)

(

)

dx

dy

dx

x

df

x

f

=

=

¢




Ejemplo.- Un cuadrado de perímetro 4 metros, aumenta su lado en 1 mm.

Calcular el incremento de superficie y el error que se comete, cuando en lugar de manejar incrementos, se usan diferenciales.

Primero recordemos que la superficie de un cuadrado de lado 
[image: image674.wmf]l

 es 
[image: image675.wmf]2
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Este cuadrado de perímetro 4 tiene de lado 
[image: image676.wmf]1
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Con los incrementos tenemos:
[image: image677.wmf](
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Con la diferencial (en 
[image: image678.wmf]1
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Error cometido 
[image: image680.wmf]2
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Ejemplo.- Calcular el espacio recorrido por una partícula cuya posición viene dada por la ecuación: 
[image: image681.wmf]2
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a)  el espacio recorrido entre  
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b) con la diferencial (en 
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Ejemplo.- En un proceso isotérmico, un gas ideal mantiene la constante 

10 at.l. La variación de presión es de 1 at. /min. ¿Cuál es  la variación de volumen por minuto, cuando el manómetro marca 5 atmósferas?

La ley de Boyle-Mariotte, que regula el proceso es: 
[image: image691.wmf]10
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Según el enunciado 
[image: image693.wmf].
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Aplicando la regla de la cadena para diferenciales tenemos:
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En el momento a considerar es cunado 
[image: image696.wmf].
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En ese preciso instante, para el que  
[image: image698.wmf].
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, el volumen del gas está disminuyendo a razón de 0,4 litros por minuto.
4. Aplicaciones de la derivada.-


Las aplicaciones de la derivada de una función son numerosas. Nosotros en este apartado nos limitaremos a ver las siguientes:

1. obtención de la recta tangente a una curva en uno de sus puntos.

2. estudio de la monotonía de una curva y  obtención de sus extremos.

3. estudio de la curvatura de una curva y puntos de inflexión..

4. resolución de problemas de optimización.
5. regla de L´hôpital,para el cálculo de límites

6. teoremas de Rolle ,teorema del valor medio y sus aplicaciones.
1. Obtención de la recta tangente a una curva en uno de sus puntos

Como ya sabemos la ecuación de una recta que tiene de pendiente 
[image: image699.wmf]m

y pasa por el punto de coordenadas 
[image: image700.wmf])
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La recta tangente a una curva 
[image: image702.wmf])
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Ejemplo.-

Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes a la función 
[image: image706.wmf]2
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 en los puntos de corte con el eje de abscisas.

Solución.-

[image: image1474.png]f(x)
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Los puntos de corte de la función 
[image: image707.wmf]2

4

)

(

x

x

f

-

=

 se determinan resolviendo la ecuación: 
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por tanto esos puntos de corte de la función con el eje X son:            

[image: image709.wmf])
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Calculamos la derivada de la función que es: 
[image: image710.wmf]x
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Las rectas tangentes en los puntos 
[image: image713.wmf])
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2. Estudio de la monotonía de una curva y obtención de sus extremos.-


A) Crecimiento y Decrecimiento de una función en un punto.-


[image: image716.wmf](
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Análogamente se define función decreciente en un punto (hazlo tú)
Relación del crecimiento de una función con el valor de su derivada:


[image: image717.wmf](
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[image: image719.wmf](

)

x

f

derivable y decreciente en 
[image: image720.wmf](
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Criterio que nos permite relacionar la monotonía de una función en un punto con el signo que toma su derivada en dicho punto.
(se demuestra,más adelante, como aplicación del teorema del valor medio)

	
Sea 
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(**En el caso de que una función no fuese derivable en el punto habría que estudiar su monotonía a través de la definición de creciente o decreciente).


B) Máximos y mínimos relativos de una función.-
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[image: image725.wmf](
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Condición necesaria de extremo relativo.

[image: image726.wmf]0
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(**esta condición es necesaria pero no suficiente).

Definimos puntos singulares o puntos críticos de una función, como aquellos en los que la primera derivada se anula:
[image: image727.wmf]0

)

(

=

¢

x

f

(tg. horizontal)

Los puntos críticos pueden ser: Máximos, mínimos o puntos de inflexión.

Regla para identificar extremos relativos de una función basada en el signo de su primera derivada en las proximidades de un punto.
	Un punto crítico es:
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Ejemplo.-

Dada la función 
[image: image729.wmf]2
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 estudia su monotonía (intervalos de crecimiento y decrecimiento) determina los puntos críticos y decide si son máximos, mínimos o  puntos de inflexión.

Solución.-

Sabemos que una función es creciente en un punto si su derivada es positiva en dicho punto y en consecuencia será creciente en un intervalo cuando su derivada sea positiva en todos los puntos de dicho intervalo(análogamente se dice para decreciente).

Por tanto tendremos que calcular los puntos en los que la derivada de la función es cero y a partir de aquí(por ser continua la función derivada)determinar en que intervalos la derivada es positiva y por tanto la función creciente y en que intervalos la derivada es negativa y en consecuencia la función es decreciente.
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. Estudiamos pues el signo de la derivada 
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Como la función en 
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Como la función en 
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3. Estudio de la curvatura y la obtención de los puntos de inflexión.-


A)Concepto de Curvatura de una curva en un punto.-
[image: image1475.png]


Observa el gráfico de la curva 
[image: image741.wmf])
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Dada la recta tangente a la curva en el punto 
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,  de ecuación: 
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-Si en las proximidades de 
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la curva es cóncava en 
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-Si en las proximidades de 
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la curva es convexa en 
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(en ejemplo 
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-Si la tangente  en 
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 atraviesa a la curva, es decir, si a la izquierda de 
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 se cumple: 
[image: image754.wmf])

(

)

(

x

f

x

t

>

 y a la derecha de
[image: image755.wmf]P

 se cumple 
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 un punto de Inflexión (en ejemplo 
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Relación de la curvatura  con el valor de la segunda derivada.
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Criterio para determinar la curvatura de una curva. 
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Es también interesante exponer un criterio,basado en el signo de la derivada segunda,  para determinar los puntos extremos de la función 

(se demuestra,más adelante, como aplicación del teorema del valor medio)
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Ejemplo.-

Estudia la curvatura de la curva 
[image: image763.wmf]2
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  y puntos de inflexión.

Solución.-

Ya hemos estudiado esta función para determinar su monotonía y sus puntos extremos .
Sabemos que su derivada es: 
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 y su derivada segunda es:
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Resolvemos los valores que anulan la derivada segunda, es decir, 
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En consecuencia, en el punto de abscisa 
[image: image768.wmf]0
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(punto 
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) tiene una inflexión puesto que  ha cambiado la curvatura de convexa a cóncava en ese punto 
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(También  podríamos haber determinado que el punto R es de inflexión, calculando la tercera derivada de la función y comprobando que no se anula en la abscisa de R, así:
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 sea cual sea el valor de x por tanto 
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 y por tanto el punto 
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 es un punto de inflexión de la curva dada.

Vemos también en la gráfica como la recta tangente a la curva en el punto 
[image: image774.wmf])
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 atraviesa a la curva.
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4. Resolución de problemas de optimización.-

Los problemas en que es necesario optimizar una función son muy frecuentes en Economía, Física,Biología,Geometría etc.Así en muchas ocasiones se trata de hacer máximos unos beneficios, un volumen y en otras  se trata de hacer mínimos unos costes, un área, una fuerza.

La dificultad de estos problemas, normalmente, no estriba en optimizar una función conocida sino en hallar la expresión analítica de la función que tenemos que optimizar.

Para resolver convenientemente este tipo de problemas tenemos que:

1. Aprender la técnica más conveniente de calcular los extremos de una función que viene dada por su expresión analítica en un intervalo.

2. Aprender, mediante la práctica continua, a escribir de modo analítico las funciones que se describen mediante un enunciado.

Para el primer punto señalaremos las siguientes orientaciones:

Si tenemos que optimizar
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  en un intervalo 
[image: image777.wmf]]
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, no nos interesan los extremos relativos en dicho intervalo sino los extremos absolutos.


a) Si f es derivable en dicho intervalo, los extremos absolutos se encuentran entre los puntos críticos y los extremos del intervalo, se calcula:
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Con estos valores se podrá determinar cual es el máximo y cual es el mínimo.


b)Si hay algún punto del intervalo
[image: image781.wmf])
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 en que la función no sea derivable ,aunque sí continua, calcularíamos además el valor 
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 pues podría ser un extremo.


c) Si hay algún punto del intervalo
[image: image783.wmf])
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 en que la función no sea continua estudiaríamos además el comportamiento de la función en las proximidades de 
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Para el segundo punto conviene señalar la importancia de adiestrarse en la traducción algebraica de enunciados, aprendida durante los cursos de ESO, y que ahora resultará fundamental para abordar con éxito los problemas.
En este apartado es muy importante recordar que si al plantear analíticamente el enunciado nos aparecen dos variables, tendremos que encontrar una relación entre las  mismas que nos permita escribir la función a optimizar en una única variable.

(para así  derivar la función obtenida respecto a esa variable).

También conviene recordar que hay que comprobar si los valores obtenidos corresponden verdaderamente a los óptimos. Para ello se puede recurrir, tanto a la regla del signo de la primera derivada en las proximidades del candidato a óptimo, como el criterio del signo de la segunda derivada en dicho punto.

Ejemplo.-

Una multinacional ha estimado que anualmente sus ingresos en € vienen dados por la función: 
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, mientras que sus gastos(también en €) vienen dados por la función 
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, donde 
[image: image787.wmf]x

representa la cantidad de unidades vendidas. Determina:

a) la función que define el beneficio anual en €.

b) cantidad de unidades vendidas para que el beneficio sea máximo.

c) el beneficio máximo.

Solución.-

a) Los beneficios de una empresa vienen dados por la diferencia entre los ingresos y los gastos anuales,es decir:
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b) Queremos obtener el máximo de la función 
[image: image789.wmf])
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Calculamos los puntos críticos:
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Comprobamos que es un máximo:
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Para obtener el máximo beneficio se han de vender 
[image: image793.wmf]750
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 unidades.

c) Para calcular el beneficio máximo evaluamos el beneficio en 
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5. Regla de de L´hôpital,para el cálculo de límites.-
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Observa el gráfico de la izquierda.

Cuando el 
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 significa que tiende a estabilizarse la relación entre sus pendientes.

	Si f y g son funciones derivables en un entorno 
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Este proceso por el que se puede determinar un límite del tipo 
[image: image806.wmf]0
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 mediante el cálculo del límite del cociente de sus derivadas se llama regla d L`hôpital
A veces, después del primer paso, se llega a otra indeterminación similar, por lo que se puede repetir el proceso.
Ejemplo.- resuelve el siguiente límite 
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Este límite es del tipo 
[image: image808.wmf]0
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 y cumple las condiciones de la regla d L`hôpital
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Ejemplo.- resuelve el siguiente límite 
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[image: image811.wmf]2
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Ampliación de la regla de L´hôpital
Los límites del tipo
[image: image812.wmf])
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 es un número o 
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Si dan lugar a una indeterminación del tipo 
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 o 
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 pueden obtenerse derivando numerador y denominador y calculando (si existe) el límite del cociente de sus derivadas.

Las indeterminaciones del tipo 
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 y otras se pueden poner, con algo de habilidad, en forma de cociente para que se les pueda aplicar la  regla de L´hôpital.

Ejemplo.- Calcula los siguientes límites
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[image: image821.wmf](
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 Este límite es del tipo 
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 para ponerlo en forma de cociente tomamos logaritmos en  
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Como sabemos que 
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)

e

senx

x

x

x

lím

=

+

®

1

0

cos



[image: image828.wmf](
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En este último ejemplo comprobamos mediante la regla d L`hôpital, que una función exponencial es un infinito de orden superior a una función potencial.
6.Teorema de Rolle, Teorema del valor medio y aplicaciones.-


Teorema de Rolle.-
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La idea del teorema de Rolle es que una curva continua y sin “picos” que toma los mismos valores en los extremos de un intervalo, necesariamente tiene algún punto con tangente horizontal.

En este ejemplo la función 
[image: image829.wmf])
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 que es continua y sin “picos” y toma los mismos valores en los extremos del intervalo 
[image: image830.wmf][
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 tiene dos puntos del intervalo  en los que la tangente a la curva es horizontal (o sea de pendiente cero).


Enunciado del teorema de Rolle
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Teorema del valor medio.-

[image: image1478.png]f(x)




La idea del teorema del valor medio es que en una curva continua y sin “picos” que va del punto A al punto B, hay algún punto intermedio en el que la tangente a la curva en dicho punto es paralela al segmento AB.

(Es decir, tienen la misma pendiente)


Enunciado del teorema del valor medio
	
[image: image832.wmf][
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Ejemplo.-Aplicando el teorema de Rolle, demuestra que 
[image: image833.wmf]0
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 cualquiera que sea el valor de b (hazlo por reducción al absurdo: supón que hay dos raíces en 
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La función 
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Es derivable en 
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Si calculamos donde se anula la derivada, 
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Veamos pues, que 
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Supongamos que 
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Rolle: 
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Pero sabemos que 
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[image: image854.wmf]b
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Ejemplo.- ¿Cumple la función 
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 las hipótesis del teorema del valor medio en 
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B) 
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Aplicaciones del teorema del valor medio.-

A lo largo del tema hemos visto propiedades como:
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En las que a partir de propiedades de la función se obtienen consecuencias sobre la derivada.

Hemos dejado sin demostrar otras como:
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En las que a partir de alguna propiedad de la derivada obtenemos datos de la función. Con el teorema del valor medio se simplifican las demostraciones de este último tipo de teoremas. 

Función constante.-
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Tomamos dos puntos cualesquiera  
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Función creciente.-
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Hay que demostrar que si 
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Prácticamente se demuestra como el anterior. Hazlo tú.
Mínimo Relativo.-
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De a) y b) se deduce que f presenta un mínimo en 
[image: image887.wmf]0
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5. Representación gráfica de funciones.-



A) Representación gráfica defunciones polinómicas.-

Para representar una función polinómica de grado mayor o igual que dos 
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Son derivables y por tanto continuas en todo 
[image: image889.wmf]Â

. No tienen asíntotas .
Si solo tienen términos de grado par son simétricas respecto al eje Y.

Si solo tienen términos de grado impar son simétricas respecto al orígen.

Para obtener su gráfica se puede pues proceder en este orden:

1. Se observa si tiene al gún tipo de simetría( eje Y o el orígen)

2. Se hallan sus dos ramas infinitas.

3. Se resuelve la ecuación 
[image: image890.wmf]0
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para hallar las abscisas de los puntos singulares.A continuación obtenemos sus ordenadas.

4. Se unen los puntos obtenidos entre sí, cuidando de no dibujar otros puntos singulares que los ya obtenidos. Así se averigua cuales son los máximos y los mínimos relativos, así como los puntos de inflexión.

5. Si se puede , conviene obtener también, los puntos de corte con los ejes para conseguir mayor precisión en la representación.

Ejemplo.-Dada la función polinómica: 
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1. No tiene ningún tipo de simetría (tiene términos pares e impares)

2.  Ramas infinitas: 
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3. 
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 inflexión

5. Para hallar los puntos de corte con el eje X resolvemos 
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   Cortes con eje X son: 
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Uniendo todos los puntos obtenidos podemos dibujar la gráfica de 
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B) Representación gráfica de funciones racionales.-

En las funciones racionales 
[image: image903.wmf])
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(cociente de dos polinomios) hay que prestar atención especial a los valores de  
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 que anulan el denominador, no son de su dominio y en cada uno de ellos hay una asíntota vertical. 

La función es derivable y por tanto,según sabemos, es continua en todos los puntos de
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 que no anulan el denominador.

Dependiendo de los grados de 
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puede tener asíntota horizontal, oblicua o ninguna de ellas.

Si tiene asínt. horizontal u oblicua es la misma para 
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Para obtener su gráfica se puede pues proceder en este orden:

1. Se observa si tiene algún tipo de Simetría.

2. Cálculo de asínt.verticales (
[image: image910.wmf]0
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3. *Si 
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hay asíntota oblicua(A.O.);         
sabemos que la ecuación de una  A.O.  es de la forma 
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Tanto si hay (A.H.) como (A.O.) se estudia la posición respecto a la curva de cada una de ellas tanto para 
[image: image917.wmf]-¥

®

x

 y para 
[image: image918.wmf]+¥

®

x

.      *Si 
[image: image919.wmf]Þ

+

>

1

)

(

)

(

x

gradoQ

x

gradoP

  hay ramas parabólicas.
4. Se estudian los puntos singulares, que los obtenemos como solución  de la ecuación:(
[image: image920.wmf]0
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) y que según sabemos pueden ser máximos,mínimos o puntos de inflexión.

5. Por último podemos obtener también, para completar el estudio, los puntos de corte de la función con los ejes, así como los puntos de inflexión que son aquellos que se obtienen como solución de la ecuación:( 
[image: image921.wmf]0
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Observación.- Podríamos representar otro tipo de funciones, que no son ni polinómicas ni racionales, de las que habría que hacer un estudio más pormenorizado que el efectuado  para las citadas anteriormente.

Como los objetivos de  las pruebas PAUU no contemplan expresamente este otro tipo de funciones, dejamos al interés personal el estudio de las mismas.

Al final del tema tienes un ejemplo de una de estas funciones.

Ejemplo.- Representa  
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[image: image923.emf]
[image: image924.emf]
Ejemplo.- Representa gráficamente la función exponencial:
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 Su dominio es todo 
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,esta función toma siempre valores positivos,es decir, su recorrido es
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Es una función simétrica respecto al eje Y pues:
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Tiene una asíntota horizontal, de ecuación: 
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Para hallar los puntos singulares :
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que tiene por solución 
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, el único punto singular es 
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 este punto singular es un máximo relativo, para demostrarlo usamos el criterio del signo de la derivada segunda
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 y por tanto el punto 
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Para calcular los puntos de inflexión resolvemos la ecuación: 
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, es decir,
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Para ver si son inflexión estudiamos la curvatura de la curva y obtenemos que:
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 EMBED Equation.3  [image: image942.wmf]0

2

)

2

4

(

)

1

(

)

(

,

2

1

1

>

=

-

=

¢

¢

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+¥

-

e

e

f

pues

cóncava

es

x

f

en


Los puntos: 
[image: image943.wmf](
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 son puntos de inflexión.
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Lección: Cálculo de Primitivas.-

En la lección anterior hemos estudiado el problema siguiente:

“dada una función 
[image: image944.wmf])
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f

, ¿cual es su función  derivada 
[image: image945.wmf])
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En esta lección nos planteamos resolver el problema inverso:

“dada una función 
[image: image946.wmf])
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, se desea hallar una función 
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 cuya derivada sea igual a 
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, es decir  
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Observación.- en lugar de 
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A la función 
[image: image952.wmf])
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 se le denomina primitiva de la función 
[image: image953.wmf])
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El cálculo de una primitiva es:

· sencilla para algunas funciones (tabla de primitivas inmediatas).

· difícil para otras (aprender técnicas de cálculo de primitivas).

· imposible para la mayoría (no toda función primitiva, aunque exista, puede expresarse mediante combinaciones, en número finito, de funciones elementales. Para calcular la primitiva de funciones como:  
[image: image954.wmf])
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 hay que recurrir a  las “series”).

La derivada de la función 
[image: image955.wmf]2
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(como ya sabes) es 
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 Esto se expresa:
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Esto mismo se puede expresar diciendo que una primitiva de 
[image: image958.wmf]x
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 es 
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Ejemplo.- Comprueba que las primitivas de las funciones son correctas. (Deriva el 2º miembro, ha de ser igual a la función bajo el signo integral)
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Definiciones y Nomenclatura. Propiedades.-
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es una primitiva de
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si se cumple
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Ahora bien, cada función tiene “infinitas” primitivas pues:

Si 
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 es una primitiva de 
[image: image967.wmf])

(

x

f

, también lo es 
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es constante.

Efectivamente, siendo
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 cualquier constante, su derivada es cero, por tanto 
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 así que 
[image: image972.wmf](
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Por esta razón se suele escribir:
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Por ejemplo las funciones del tipo 
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; ahora bien, ¿serán todas las primitivas de la función coseno de este tipo? La respuesta es afirmativa como se demuestra en el teorema:

TEOREMA.-
Sea 
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 sobre un intervalo I. Si 
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Efectivamente, puesto que
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Pero si una función tiene derivada nula en un intervalo I, entonces es constante en dicho intervalo (consecuencia del teorema del valor medio)

así pues: 
[image: image987.wmf](
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 como queríamos demostrar.

Este teorema prueba que, en esencia, todas las primitivas de una función son iguales; conocida una, conocidas todas. Geométricamente:
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A la expresión 
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 EMBED Equation.3  [image: image990.wmf]se le suele llamar integral indefinida de 
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 y designa cualquier primitiva de 
[image: image992.wmf])
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(que son infinitas). Si queremos precisar alguna de ellas, es necesaria alguna otra condición, por ejemplo que su gráfica pase por 
[image: image993.wmf](
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 (en la interpretación geométrica, la roja).

Observación.- 

La parte 
[image: image994.wmf](
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 del simbolismo 
[image: image995.wmf](
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 no es imprescindible y podríamos escribir solamente 
[image: image996.wmf]ò
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 (como ya indicamos al principio de la lección).
Sirve, no obstante, para poner de manifiesto, en caso de duda, la variable independiente, de la función que se integra. Así, las expresiones:


[image: image997.wmf](

)

(

)

ò

ò

+

+

dt

t

x

B

dx

t

x

A

2

2

)

)


son distintas. En la  A), la “x” funciona como variable independiente y la

 “t” es constante, mientras que en la expresión B) se invierten los papeles.  

Al cálculo de primitivas se le suele llamar integración, (en la siguiente lección justificaremos esta nomenclatura del cálculo de primitivas).
Propiedades de la integración.-

La linealidad de la derivada  es una propiedad  que se transmite de modo natural a la integración. Así se cumple: (siendo “c”: constante cualquiera)
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La propiedad I) nos dice que para obtener una primitiva de 
[image: image999.wmf]g
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 se suma una primitiva de 
[image: image1000.wmf]f

 con otra de  
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Esta propiedad indica la conveniencia de las sumas sobre los productos:
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La propiedad II) nos indica que las constantes (c) pueden “traspasar” el signo integral.
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Primitivas Inmediatas.-

En el cálculo de primitivas es necesario, como ocurría con las derivadas, conocer de partida las de algunas funciones sencillas. Más adelante, las reglas de integración permiten avanzar en el cálculo de primitivas de funciones más complicadas.

Ahora bien, mientras que las reglas de derivación nos permiten hallar la derivada de cualquier combinación (suma, producto, composición) de las llamadas funciones elementales (polinomios, seno, logaritmo, exponencial).

Con la integración no podemos decir lo mismo, por ejemplo las funciones:
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 no tienen primitivas expresables mediante combinaciones de funciones elementales.

Vamos a dar una tabla con las primitivas inmediatas, es decir, todas las que bajo el signo integral reconocemos (a simple vista) la derivada de una función  conocida.

	Tabla de primitivas inmediatas

	Potencias
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	Trigonométricas
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	Exponenciales

y Logarítmicas
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Nuevas Técnicas de Integración.-
Vamos a aprender dos nuevas técnicas de integración con las que mejoraremos nuestra destreza para determinar primitivas.

Previamente recordamos que, 

si 
[image: image1008.wmf]F

 una primitiva de 
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Con esta notación para determinar  una primitiva de 
[image: image1011.wmf]f

 podemos escribir:
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Es decir, derivación e integración son procesos inversos, como ya habíamos dicho al principio de la lección.

Ahora vamos a darle sentido a la notación diferencial que usamos para calcular una primitiva de una función.

En la lección anterior hemos estudiado el concepto de diferencial de una función 
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Sea 
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Por otro lado para la diferencial de 
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En consecuencia tendremos: 
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Fijándonos en el primero y último términos de esta igualdad en cadena:
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O sea, la diferenciación y la integración son procesos inversos.

Para  mejorar la destreza en la determinación de  primitivas, vamos a aplicar una técnica basada en la regla de  la cadena  del Cálculo Diferencial y en esta última fórmula:
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.
Regla de la cadena en el cálculo de primitivas.-

La regla de la cadena para el cálculo de derivadas dice:
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En notación diferencial se escribe así:
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Por lo tanto se verifica que:
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Quedándonos con el primero y últimos términos de la igualdad anterior:

	
[image: image1027.wmf](

)

[

]

(

)

(

)

[

]

k

x

f

g

dx

x

f

x

f

g

+

=

¢

¢

ò

.

.




Esta última igualdad nos va a permitir escribir una tabla en expresión compuesta de primitivas inmediatas.

	Tabla en expresión compuesta de primitivas inmediatas

	Pot.
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	Trig.
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	Exp.

 y Log.
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Método de sustitución (o integración por cambio de variable).-

Queremos determinar una primitiva de la función 
[image: image1031.wmf](

)

x

h

, a la que llamamos
[image: image1032.wmf]I

  

Es decir, 
[image: image1033.wmf](

)

dx

x

h

I

ò

=

 que no es inmediata, pero somos capaces de reconocer  que 
[image: image1034.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

x

g

x

g

f

x

h

¢

=

.

 (una función f (“en g”) por la derivada de g)

Supongamos que resulta inmediato el cálculo de una primitiva 
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En ese caso podemos calcular 
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 haciendo el cambio de variable: 
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Ahora podemos calcular 
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Este es el método de cálculo de primitivas más usado. Incluso cuando usamos algún otro método, frecuentemente estamos obligados a recurrir en las operaciones intermedias al cambio de variable. El éxito de la integración depende esencialmente de la habilidad en elegir la sustitución adecuada.

Ejemplo.-

Aplica el método de sustitución para calcular las integrales:
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Vamos a calcular  por sustitución dos integrales que no son inmediatas pero que convendría memorizar por resultar de uso muy frecuente.
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Si memorizamos estas dos integrales podemos añadirlas a la tabla de inmediatas, ya que aparecen frecuentemente en el cálculo de primitivas.

Método de integración “por partes”.-

Recordamos la fórmula de la derivada de un producto de dos funciones
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En notación diferencial se escribe así:
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Si despejamos el último sumando de la igualdad anterior queda:
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Si integramos los dos miembros,  y por la linealidad de la integración:
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Esta fórmula permite calcular la integral 
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 Para poder utilizarla hemos de reconocer que la integral que se formula es de la forma: 
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En general esta fórmula de integración es útil cuando hay que integrar producto de funciones algebraicas y no algebraicas.

Ejemplo.-
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 EMBED Equation.3  [image: image1066.wmf](
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La integral que vemos a continuación se resuelve “por partes” de un modo sencillo, (se podría resolver usando otro método de un modo más arduo).
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A veces ha de utilizarse este método de integración reiteradamente:
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La integral de partida 
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Como vemos la última integral 
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Por último, a veces el método es recurrente (integración por reducción):
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Integración de funciones racionales.-
Las funciones racionales se expresan como cociente de dos polinomios 
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En este apartado vamos a estudiar como se integran estas funciones.

Si el grado del polinomio 
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Como C(x) es un polinomio su integración es inmediata. El problema se reduce pues a integrar una función racional del tipo:
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)

(

)

dx

x

Q

x

H

ò


El método para calcular este tipo de integrales se basa en descomponer la función racional       
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 EMBED Equation.3  [image: image1085.wmf](
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en fracciones sencillas cuya integración es inmediata. 

Esta descomposición en fracciones sencillas viene condicionada por el tipo de raíces del denominador 
[image: image1086.wmf](
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Se presentan varios casos que vamos a analizar con ejemplos:

A) Si el denominador 
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 tiene solamente raíces reales “simples”.

Calcula: 
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La descomposición en fracciones simples, en este caso, es de la forma:


[image: image1089.wmf]2
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Para determinar el valor de “A” y de “B” operamos las fracciones:
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Dando a “x” los valores de las distintas raíces, en la igualdad anterior obtenemos los valores de los coeficientes: “A” y “B”.
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Ahora ya podemos escribir la igualdad:
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Por tanto la integral pedida se puede calcular como suma de dos inmediatas:
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B) Si el denominador 
[image: image1094.wmf](
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 tiene raíces reales “múltiples”.
En este caso las raíces múltiples darán lugar a tantas fracciones simples, con denominadores de grados decrecientes, como su multiplicidad.

Calcula:
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Las raíces de 
[image: image1096.wmf](
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 son dos una triple que es -1 y otra simple que es -2.

La descomposición en fracciones simples es, en este caso, la siguiente:
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Para determinar los valores de los coeficientes A, B, C:

1. multiplicamos los dos miembros por 
[image: image1098.wmf](
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, obtenemos: 
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        Sustituimos la “x” por 1 en los dos miembros de 
[image: image1101.wmf](
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 y obtenemos:
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2. derivamos la expresión 
[image: image1103.wmf])
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 y sustituimos por 
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3. derivamos otra vez y sustituimos por 
[image: image1106.wmf]1
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Para obtener el valor del coeficiente D:

· multiplicamos los dos miembros por 
[image: image1108.wmf](
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, obtenemos: 
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Sustituimos la x por -2 en los dos miembros de 
[image: image1111.wmf](
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 y obtenemos:
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Así pues la integral pedida, se resuelve como suma de cuatro inmediatas:
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  C) Si el denominador 
[image: image1114.wmf](
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 tiene raíces complejas conjugadas simples.

Este caso es algo complicado, de ahí que se propone como ampliación.

Todo polinomio de coeficientes reales, si tiene la raíz compleja: 
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También es importante señalar la siguiente igualdad:

	
[image: image1117.wmf](
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Cuando el  denominador 
[image: image1118.wmf](
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 tiene raíces complejas conjugadas simples, la fracción correspondiente al binomio cuadrático
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Calcula:
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Por tanto según lo dicho más arriba tenemos la descomposición:
[image: image1122.wmf](
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Para determinar los valores de “M” y “N”:

Multiplicamos los dos miembros de la igualdad 
[image: image1124.wmf](
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[image: image1126.wmf](

)

[

]

(

)

1

3

1

1

2

3

2

2

-

+

-

+

+

=

-

-

x

x

A

N

Mx

x

x


Sustituyendo en esta última expresión por 
[image: image1127.wmf]i
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Resolviendo el sistema:
[image: image1129.wmf](
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Para determinar el valor de “A”:

Multiplicamos  los dos miembros de la igualdad 
[image: image1130.wmf](
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Sustituyendo en esta última expresión por 
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Así pues la integral pedida, se resuelve como suma de dos:
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 se resuelve por sustitución:
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Por tanto la integral inicial es:
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Integral Definida. Aplicaciones
12. Concepto de integral de una función continua.

13. Propiedades de la integral.

14. Relación de la integral con la derivada.Teor fundamental.
15. Aplicaciones matemáticas y Físicas de la integral.

Objetivos Mínimos
-Conocer la definición de integral de una función continua en un intervalo. Relación de la integral con el área encerrada por la curva con el eje X entre las abscisas x=a y x=b. 

- Conocer las  principales propiedades de la integral dándoles una intuitiva interpretación geométrica.

-
Descubrir la estrecha relación entre integración y derivación.

   El Teorema fundamental del cálculo integral y Regla de Barrow.

-Aplicar el cálculo integral en la determinación de

1. área encerrada entre dos curvas.

2. volúmen de un cuerpo de revolución (secciones planas).

3. longitud de un arco de curva.

4. trabajo realizado por una fuerza variable.

5. la integral en el estudio del movimiento de un punto.

Introducción.-

En el siglo III a.C el gran matemático Arquímedes obtuvo el área de algunos recintos curvos (círculo, segmento parabólico...) mediante un método, que contenía la idea no precisada del paso al límite, cuyo proceso fundamental se puede expresar así: 

“para hallar un área desconocida es preciso aproximarla por exceso y por defecto, cada vez con más aproximación, sumando áreas conocidas de “infinitos” trozos de área prácticamente nula”.

De forma similar, otro gran matemático como Kepler (siglo XVII), obtuvo la longitud  de algunas curvas y el volúmen de cuerpos de revolución.

Basándose en la  idea esbozada por  el gran Arquímedes, cada uno de estos problemas (áreas curvilíneas, longitudes de curvas, volúmenes,....) necesitó un procedimiento específico de resolución.

El primer paso de unificación del enfoque de estos problemas fué advertir que todos ellos podían expresarse de la misma forma: 

(1) “cálculo del área encerrada entre una cierta curva 
[image: image1140.wmf](
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 y el eje X”

Gracias al genio de matemáticos como Newton, Leibniz o Barrow (s.XVII)  este problema (1) encontró solución en el cálculo infinitesimal:

“el área bajo una curva 
[image: image1141.wmf](
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 se obtiene a partir de una función 
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 es decir, 
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 es una primitiva de 
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Esta última relación llamada Teorema fundamental del cálculo Infinitesimal, está considerado por muchos científicos como uno de los resultados más importantes  en toda la Historia de las Matemáticas.

Aproximación al valor del área bajo una curva.-

[image: image1483.wmf]-1
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Si conocemos la ecuación de una curva 
[image: image1147.wmf])
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 que toma valores no negativos.

¿Cómo calculamos el área del recinto entre la curva, el eje X  y dos abscisas 
[image: image1148.wmf]b
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Una idea consiste en dividir 
[image: image1149.wmf][
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 en tramos (no necesariamente iguales) y aproximar el área mediante rectángulos sobre el eje  X.
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Aproximación por defecto

Si dividimos el intervalo en 9 trozos iguales tales que:


[image: image1150.wmf]b
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Si llamamos  
[image: image1151.wmf]i
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 al menor valor que toma la función en el tramo
[image: image1152.wmf][
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 el área coloreada es:
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Este área es menor (o como mucho igual) que el área buscada
Nos aproximamos por defecto al área buscada.
Aproximación por exceso

Si dividimos el intervalo en 9 trozos iguales tales que:
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Si llamamos  
[image: image1155.wmf]i
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 al mayor valor que toma la función en el tramo
[image: image1156.wmf][

]

i

i

x

x

,

1

-

 el área coloreada es:
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Este área es mayor (o como poco igual) que el área buscada.
Nos aproximamos por exceso al área buscada.

Evidentemente, si hacemos que los valores 
[image: image1158.wmf]i
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 estén cada vez más próximos, es decir, que la división del intervalo
[image: image1159.wmf][
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  sea cada vez más fina, tanto el área por defecto como el área por exceso se aproximan cada vez más al verdadero valor del área del recinto.

1. Concepto de Integral de una función continua.-

Sea 
[image: image1160.wmf]f

 una función continua en 
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 El área entre la gráfica de 
[image: image1163.wmf]f

 el eje x y las abscisas 
[image: image1164.wmf]b
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Integral entre 
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 y se representa por 
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El papel de la variable x en estas expresiones es irrelevante, ya que esta expresión no depende de x, el valor sería el mismo si en lugar de x pusiésemos otra variable (se dice que x es una variable muda).

¿cómo calculamos esta área? 

El proceso se basa en la idea que hemos visto anteriormente para aproximar el área bajo una curva.

A cada colección de puntos       
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le llamaremos partición de 
[image: image1169.wmf][
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La mayor de las distancias 
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 le llamamos diámetro de la partición.

A cada partición 
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Para una sucesión de particiones de 
[image: image1177.wmf][
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le corresponde dos sucesiones de áreas: 
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Los diámetros de las particiones tienden a cero y las diferencias:
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tienden a cero (necesitaría una demostración matemática rigurosa)
Por tanto las dos sucesiones tienden al área buscada pues:
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Si ambas sucesiones tienden a esa área también lo hará cualquier otra sucesión cuyos términos se formen del siguiente modo:
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Si la función 
[image: image1183.wmf]f

 fuese negativa en el intervalo 
[image: image1184.wmf][
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,  el proceso anterior para calcular el área del recinto determinado por 
[image: image1185.wmf]f

 y el eje X entre las abscisas 
[image: image1186.wmf]b

x

y

a

x

=

=

  nos llevaría a un número negativo.
La idea de integral de una función continua para una función cualquiera (positiva o negativa) es la misma que se explicó para  una función positiva. 

Este proceso de cálculo nos lleva a determinar el área comprendida entre la función 
[image: image1187.wmf]f

 y el eje X de modo que se valoren adecuadamente los recintos de área positiva y los de área negativa.

Conclusión.-(cálculo de la integral de una función continua)

Si 
[image: image1188.wmf]f

 es una función continua en 
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· tomar un punto 
[image: image1193.wmf]i

c

en cada subintervalo 
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· obtener el término general de la sucesión 
[image: image1195.wmf](
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· calcular el área como límite de esa sucesión: 
[image: image1196.wmf](
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Ejemplo.-

Calcula 
[image: image1197.wmf]ò
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 como límite de las sumas de las áreas de rectángulos.
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Dividimos 
[image: image1198.wmf][
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Observa que la función continua 
[image: image1206.wmf](
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 con el eje X en el intervalo 
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 forma una región triangular de base 2 y altura 2 cuya area es:
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2. Propiedades de la Integral.-

La definición de integral de una función como el área de un determinado recinto, nos va a permitir establecer unas propiedades de la integral muy intuitivas y razonables desde un punto de vista geométrico.           

1.  
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                                           Ésto es evidente pues el área de ese recinto es nula.
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  continua en 
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                      La definición de integral que hemos dado garantiza esos resultados                              









       Si la función 
[image: image1217.wmf]f

 cambiase de signo en el intervalo 
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  el valor de 
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  nos da la suma algebraica de las áreas de los recintos situados por encima y por debajo del eje X.                                       Por ello para calcular el área en términos absolutos, hay que calcular el área de cada recinto y antes de sumarlas cambiar el signo de las áreas de los recintos situados por debajo del eje X.En el ejemplo de arriba vemos que la función 
[image: image1220.wmf]f

 determina tres recintos con el eje X, uno de área positiva entre c y d y dos de área negativa entre a y c y entre d y b respecivamente.
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Si 
[image: image1221.wmf]c

b

a

<

<

 y  
[image: image1222.wmf]f

 es una función continua en 
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         El resultado es evidente desde un punto de vista geométrico pues, la suma del área del recinto entre a y b y el área del recinto entre b y c es igual al área del recinto entre a y c.     

4. Si 
[image: image1225.wmf]f

es una función continua en 
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                                                                        Gráficamente el área del recinto determinado por 
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 es la misma que el área del recinto determinado por 
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. Observa las gráficas:  
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5. La aplicación de las propiedades (3 y 4) a funciones continuas a trozos con la condición de que no tengan ramas infinitas  (es decir,funciones con un número finito de discontinuidades de salto finito) amplía la definición de integral a estas funciones. 

Fíjate en la función 
[image: image1234.wmf]f

 dada al lado, el valor del área del recinto encerrado por 
[image: image1235.wmf]f

con el eje X entre las abscisas 
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Si 
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Propiedades de linealidad de la integral:

La intagral se comporta respecto de la suma de funciones y del producto de una constante por una función igual que la derivada:
6.  
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7.  
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Otra propiedad geométricamente evidente es la siguiente:

8.  
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Teorema del valor medio del cálculo integral
9.  Sea 
[image: image1253.wmf]f

una función continua en 
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Geométricamente significa que el área del recinto encerrada por la función f y el eje X entre x=a y x=b tiene un valor igual al área del rectángulo de base (b-a) y altura f(c).

Demostración.-
 Aplicamos Weierstrass: 
[image: image1257.wmf]f

 continua en 
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 alcanza el valor máximo y mínimo en dicho intervalo, es decir, 
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Por la propiedad (8) anterior tenemos: 
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Aplicamos Darboux:
[image: image1262.wmf]f

continua en
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Existe un
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3. Relación de la integral con la derivada.(T.Fundamental).- 

En la introducción al tema ya indicamos la estrecha relación que existe entre la integración (cálculo del área bajo una curva) y derivación.

Vamos a establecer esa relación con cierto rigor matemático.

Función área.-

[image: image1492.png]f(x)




Dada una función 
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continua en 
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podemos calcular 
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Definimos una función 
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 que para cada punto variable 
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 nos da el área bajo la función 
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Cuanto mayor sea 
[image: image1278.wmf]f

 más rápidamente crece el área debajo de ella 
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 y por tanto mayor será también su derivada 
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Cuando 
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 sea negativa, el área bajo 
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 es un número negativo, por lo tanto 
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decrece y su derivada 
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 es negativa.

Vamos a precisar esta relación tan estrecha entre 
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Teorema Fundamental del cálculo infinitesimal.-

	Si 
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 es una función continua en 
[image: image1288.wmf][

]

b

a

,

 entonces la función 
[image: image1289.wmf](

)

(

)

ò

=

x

a

dt

t

f

x

F

 ,definida en dicho intervalo, es derivable y:  
[image: image1290.wmf](

)

(

)

[

]

b

a

x

x

f

x

F

,

Î

"

=

¢





Antes de dar la demostración de este teorema vamos a interpretarlo.

La función área 
[image: image1291.wmf](
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, o sea, queda establecida la relación entre el cálculo integral (área bajo una curva) y la derivación (la función área es una primitiva de 
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que define la curva).

De ahí que al cálculo de primitivas también se le llame cálculo integral y que se utilice la notación 
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Demostración.-
Sabemos que: 
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Como 
[image: image1298.wmf]f

es continua en 
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 Por tanto:
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Como 
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es continua en 
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En consecuencia hemos demostrado que: 
[image: image1307.wmf](

)

(

)

x

f

x

F

=

¢


El teorema fundamental nos abre las puertas del siguiente resultado:

Regla de Barrow.-
	Si 
[image: image1308.wmf]f

 es una función continua en 
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Demostración.-

Sabemos que 
[image: image1313.wmf](
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Por hipótesis 
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Sabemos que dos primitivas de una misma función difieren en una constante
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En consecuencia tenemos: 
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Este resultado nos va a permitir calcular las áreas de los recintos sin tener que recurrir a resolver un límite ( habitualmente complicado), sin más que calcular una primitiva 
[image: image1327.wmf](
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 de la función dada 
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(como ya sabemos) y valorarla en los extremos del intervalo que encierra el área.

Ejemplo.- Calcula:
a) 
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a) vamos a resolver esta área aplicando Barrow.
[image: image1493.png]


Como la función 
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Una primitiva de 
[image: image1334.wmf]f
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[image: image1336.wmf](
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Observa que ese es geométricamente el valor del área del recinto encerrado por
[image: image1338.wmf]f

 y el eje X entre 2 y 5.

b) Aplicamos de nuevo la regla de Barrow para resolver esta área.
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Una primitiva de 
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c) Aplicamos finalmente la regla de Barrow para resolver esta área.

[image: image1495.png]


Primitiva de 
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4. Aplicaciones matemáticas y físicas de la integral.-


1. Cálculo de áreas mediante la integral.Área entre dos curvas.

Cuando una curva corta al eje X varias veces entre los valores 
[image: image1349.wmf]b
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 determina recintos de área positiva y recintos de área negativa. 

Para determinar el área absoluta de todos los recintos hay que sumar todas las cantidades en “positivo”.

Para ello tenemos que calcular todos los valores de “x” entre  
[image: image1350.wmf]b
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 para los que la función se anula (que son dónde se producen los cambios de signo de la función), aparecen así los recintos de área positiva y negativa. 

Se calcula el área de cada uno de éstos recintos (en positivo) y se suman para obtener el área absoluta buscada.

Veámoslo con un ejemplo.

Ejemplo.-

Calcula el área encerrada por la curva 
[image: image1351.wmf](
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 y el eje X.

Solución.
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Determinamos los puntos de corte con el eje X.
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Geométricamente es relativamente fácil comprobar que:

El área comprendida entre dos curvas 
[image: image1354.wmf]g
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f

 es igual al área del recinto determinado por la diferencia de ambas
[image: image1355.wmf](
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 con el eje X.

Pruébalo en el caso de dos curvas positivas, el caso general se convierte en el anterior (positivas) sumando una  constante”
[image: image1356.wmf]k

”a cada curva:
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Ejemplo.- Calcula el área encerrada entre las curvas:
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Como la diferencia de ambas es la curva: 
[image: image1359.wmf]x
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 y ya hemos calculado el área encerrada por esta curva con el eje X en el ejemplo anterior, el resultado es: 
[image: image1360.wmf]12
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2. Volumen de un cuerpo de revolución (secciones planas).

Dado un cuerpo en el espacio, designamos por A(x) al área de la sección determinada en el cuerpo por el plano de abscisa “x” perpendicular al eje X

[image: image1361.png]dx

A(X)




Podemos considerar que el cuerpo está constituido por muchas “rebanadas”, cada una de ellas de área [A(x)] y espesor muy pequeño (dx). El volumen de cada rebanada será el producto: A(x).dx y el volumen total del cuerpo se obtendrá sumando el de todas las rebanadas. Apoyándonos en esta consideración “intuitiva” (al igual que hicimos para el cálculo del área bajo una curva como suma de las áreas de unos determinados rectágulos) podemos afirmar que el volumen del cuerpo
[image: image1362.wmf](
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(“a” y “b” son las abscisas extremas del cuerpo).

La clave de este método está en saber situar adecuadamente el eje X con respecto al sólido, de modo que las secciones sean figuras de área fácilmente calculables (círculos, rectángulos,.........).

Vamos a aplicar el método de las secciones planas para el cálculo del volumen de un cuerpo de revolución.

Si una curva 
[image: image1364.wmf](
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 engendra un cuerpo de revolución que tiene un determinado volumen.

Las secciones planas en cada abscisa 
[image: image1366.wmf])
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En consecuencia el volumen del cuerpo de revolución se obtiene:
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Ejemplo.-

Calcula el volumen del elipsoide de revolución  generado por la elipse


[image: image1370.wmf]1
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 al girar sobre el eje X.

Sol.-
Podemos considerar el elipsoide engendrado por la semielipse superior.

(podríamos tomar la semielipse inferior y obtendíamos el mismo resultado ya que el integrando está elevado al cuadrado en la fórmula del volumen).

[image: image1497.png]



Despejando pues la “y” (al cuadrado) obtenemos: 
[image: image1371.wmf](
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[image: image1372.wmf](
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Cuando el elipsoide es una esfera: 
[image: image1373.wmf]r
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Ejemplo.-

[image: image1498.png]


Deduce la fórmula del volumen de un cono.

Sol

Un cono de radio de la base “r” y altura “h” es engendrado por la recta de ecuación: 
[image: image1375.wmf]x
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 al girar alrededor del eje X entre los valores 
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Para calcular el volumen del cono aplicamos la fórmula vista anteriormente:
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3. Longitud de un arco de curva.-

Dada una curva 
[image: image1378.wmf])
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, donde 
[image: image1379.wmf]f

es una función con derivada continua.

Consideremos una línea poligonal inscrita en la curva. Intuitivamente se puede definir la longitud de la curva como el límite de la longitud de la poligonal cuando sus segmentos se hacen “infinitamente” pequeños.

[image: image1499.png]f(x)




Supongamos que tenemos uno de esos pequenísimos segmentos (arriba) prácticamente confundido con un fragmento de la curva, correspondiente a un subintervalo de longitud (dx). La longitud de este segmento será:
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Por tanto la longitud total del arco de curva entre 
[image: image1381.wmf]b
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Ejemplo.-
[image: image1500.png]f(x)




Calcula la longitud de una circunferencia de radio r.           (Ya se sabe:
[image: image1383.wmf]r
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La circunferencia de centro el orígen y radio “r” tiene de ecuación:
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La longitud pedida es cuatro veces la del arco 
[image: image1385.wmf]AB


Por derivación implícita sabemos que: 
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[image: image1388.wmf]r
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4. trabajo realizado por una fuerza variable.-

Cundo una fuerza constante 
[image: image1389.wmf]F

obliga a un cuerpo a recorrer una distancia 
[image: image1390.wmf]d

en la dirección de la propia fuerza, realiza un trabajo 
[image: image1391.wmf]W

que es igual al producto de la fuerza por el espacio recorrido:  
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Si la fuerza varía a lo largo del trayecto, porque sea función de la posición que ocupe el cuerpo 
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, en este caso el trabajo realizado en un subintervalo muy pequeño 
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y el trabajo total realizado por la fuerza variable 
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Ejemplo.-Calcula el trabajo realizado por una fuerza 
[image: image1399.wmf])
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 al alargar un muelle, hasta una longitud 
[image: image1400.wmf](

)

x

. Sol

  Ley de “Hooke”: la fuerza es proporcional al desplazamiento: 
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5.la integral en el estudio del movimiento.-

Cuando un punto material se mueve a lo largo de una línea recta y su posición 
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 sobre dicha línea en el instante 
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, la velocidad y la aceleración del punto son las derivadas sucesivas de 
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En consecuencia y recíprocamente, la función de posición del punto material 
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Para determinar de que primitiva concreta se trata en cada caso, habrá que apoyarse en alguna condición impuesta sobre el movimiento(condición inicial)

Ejemplo.-

En el instante 
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se lanza una piedra verticalmente hacia arriba desde una altura 
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 a una velocidad inicial 
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¿Cual es la ecuación del movimiento de esa piedra, es decir,  la función 
[image: image1416.wmf])

(

t

h

h

=

 siendo 
[image: image1417.wmf]h

la altura sobre el suelo que tiene la piedra en el instante 
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Sol.-

La aceleración de un cuerpo sometido a la gravedad es  
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 el signo menos se debe a que el sentido positivo de la altura es hacia arriba mientras que el peso está dirigido hacia abajo.
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