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Divisibilidad y expresiones decimales de números racionales. 

Las reglas de divisibilidad se dividen en tres grupos:

1. Reglas de terminación.

2. Reglas tipo nueve.

3. Reglas mixtas.

1. Un número es divisible por 10 cuando acaba en cero. (Hagamos la observación de que en cualquier sistema de numeración posicional  multiplicar por 10 es añadir un cero a la derecha)

Un número es divisible por 2 cuando su última cifra es múltiplo de 2.

Un número es divisible por 4 cuando sus dos últimas cifras forman un múltiplo de 4.

      Un número es divisible por 22. 53  si sus tres últimas cifras forman un múltiplo de él.

Todas estas reglas se basan en la separación del número dado como suma de uno acabado en los ceros necesarios para que sea múltiplo del fijado de antemano y de la terminación correspondiente.

   456248 = 45000 + 248 . Al primer sumando no es necesario preguntarle si es múltiplo de  22. 53  porque le estamos viendo sus tres ceros y por tanto sus tres cincos y sus tres doses. La pregunta pues recae exclusivamente en 248. Las reglas de terminación están pues restringidas a los números compuestos factorialmente sólo por doses y/o cincos.

2.  Reglas del 9, del 99, del 999, …  

     456248 puede ser escrito como 4.100000 + 5. 10000 + 6. 1000 + 2. 100 + 4.10 + 8  y    

     reescrito como  (4. 99999 + 5. 9999 + 6. 999 + 2. 99 + 4. 9) + (4 + 5 + 6 + 2 + 4+ 8).  

     La pregunta de si es múltiplo de nueve sólo se la haremos al segundo paquete, ya que   

     el primero visualmente lo es. A la vez tendremos la misma regla para los divisores de 

     9  (en este caso el 3).

    Análogamente, para la cuestión de si es múltiplo de 99, lo escribiremos en la forma    

     45.10000 + 62. 100 + 48 y finalmente como  (45. 9999 + 62. 99 ) + (45 + 62 + 48).

    Así la pregunta recaerá sobre el segundo paquete.

    Así también un número será divisible por 999 cuando sumadas sus cifras en paquetes 

    de tres en tres (empezando por la derecha) la suma sea múltiplo de 9.

Estas reglas arrastran a los divisores de esos números, Así un número será divisible por 11 cuando sumadas sus cifras en paquetes de dos, desde la derecha, la suma sea múltiplo de 11, y un número será múltiplo de  37  cuando sumadas sus cifras en paquetes de tres la suma sea múltiplo de 37.

[La conocida regla de divisibilidad por 11 es una adaptación particular de estas técnicas de reescritura de un número aprovechando el parecido de 11 con 10 (en cualquier base 10 + 1 =11) y la “visualidad” de algunos múltiplos de 11.

Divisibilidad por 11, 101, 1001, …

456248 = (4. 100001 + 5. 9999 + 6. 1001 + 2. 99 + 4. 11) + (- 4 + 5 – 6 + 2 – 4 + 8)

456248 = (45. 9999 + 62. 101 + 48) + (45 – 62 + 48)   

(Observemos que 1000001 sería múltiplo de 101:  1000001 = 999900 + 101 ; y que 99999999 (ocho nueves) también: 99999999 = 99990000 + 9999 )

456248 = (456. 1001) + ( - 456 + 248)]

Nuestra intención es (más adelante) razonar que cualquier número primo con 10 tiene un múltiplo formado exclusivamente por nueves, con lo cual tendrá en primera instancia una  regla de divisibilidad de tipo 9, que luego si interesa puede ser particularizada.

2. Las reglas mixtas (de terminación y de tipo 9) se usarán para los números no primos con 10 pero con algún factor primo distinto de 2 y de 5. Consistirán en una mera yuxtaposición de la regla de terminación  de su parte de factores doses y cincos y de la regla tipo 9 de su parte prima con 10. 

Así un número es múltiplo de 196 cuando lo sea de 4 y de 49. 

Ahora unas cuantas observaciones:

a) Practiquemos la división por 9, 99, 999, …
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 ; la división parece fácil y lo es si el tamaño del numerador es menor que el del denominador. (Si se duda que sea esa la operación, bastará con recordar la forma de hallar la fracción generatriz del segundo miembro). Para hacer la división en general procederemos con un método que nos recordará la deducción de la regla de divisibilidad por 99.
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De forma análoga podremos hacer divisiones por 999, 9999,… , o incluso por 9
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Convendrá hacer unos pocos ejercicios de entrenamiento, que cuando el numerador no sobrepasa demasiado el tamaño del denominador resultan estimulantes.

b) Los números racionales son decimales finitos o decimales periódicos:

En efecto al hacer la división  r  
[image: image5.wmf] q   con  0< r < q , o bien en algún momento obtenemos resto cero (decimal finito) o acabamos repitiendo un resto (ya que el número de restos es limitado, a lo más q-1 enteros positivos menores que q) y en ese momento como para seguir dividiendo bajamos un cero la operación se repite y por tanto se hace periódica. (En general    
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c) Un racional es decimal finito si y sólo si el denominador de su fracción irreducible no tiene primos que no sean el dos y el cinco:
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  y por tanto el denominador de su fracción irreducible sólo tendrá doses o cincos.
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d) Si m es primo con 10 entonces toda fracción irreducible  
[image: image9.wmf]p

m

 da lugar a una expresión decimal periódica pura.  
Se puede obtener el resultado pensando en la fracción generatriz de un decimal periódico mixto que tiene denominador con uno o varios ceros finales, y que no pueden irse con el numerador, ya que, por la forma de obtenerse éste, eso significaría que la parte periódica habría comenzado antes.

En particular esto quiere decir que al hacer la división   r   m    con  0 < r < m  , el primer resto que se repite es el inicial:  r.

Ya podemos establecer que todo número  m   primo con 10 tiene un múltiplo suyo formado exclusivamente por nueves y por tanto una primera regla de divisibilidad tipo nueve.

En efecto:  
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    es periódico puro, luego puede escribirse como   
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  . Igualando las fracciones y quitando denominadores obtenemos el resultado. Además éste es el menor número de nueves que da un múltiplo de m, ya que si tuviéramos otro más pequeño lo  escribiríamos como múltiplo de m y despejando  
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  obtendríamos una fracción generatriz de un decimal con un periodo más corto. Llamaremos n(m) al número mínimo de nueves que hay que reunir para obtener un múltiplo de m, o lo que es lo mismo el número de cifras del periodo de 
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Así:  n(3) = n(9) = 1 ; n(7) = 6 ; n(11) = 2 ; n(13) = 6 ; n(17) = 16 ; n(19) = 18; n(21) = 6

Estudiemos algunas fáciles propiedades de esta función n( ):

a) Un número formado por un número de nueves múltiplo de n(m) es múltiplo de m

En efecto, si 999 es mútiplo de 37, entonces 999999 = 999 . 1001; 

999999999 = 999 . 1001001, …

b)Todos los números formados con nueves que son múltiplos de m  tienen un 

    número de nueves múltiplo de  n(m). 

En efecto, si  999 es el menor múltiplo de 37 formado por nueves, entonces ni 9999 , ni 99999 son múltiplos de 37, ya que  9999 = 9990 + 9 , y el primer sumando es múltiplo de 37 y el segundo no por la minimalidad de 999, y un razonamiento análogo para 99999

c) Si m y q son primos entre sí y primos con 10, entonces n(m . q) = m.c.m. (n(m),n(q))

Es una consecuencia inmediata de a)  y   b) .

d) Si p es primo entonces 
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 ; siendo e el mayor exponente tal que n(pe) = n(p).

Por ejemplo, n(37) es 3 pero 999 no es múltiplo de 372  , entonces  n(372 ) = 37 . 3 =111 (hace falta poner 111 nueves seguidos para obtener un múltiplo de  372 ). Ello es debido a que 999999 = 999 . 1001 = 999 . (999 + 2), y como 999 es múltiplo de 37 y no de 372 es el otro factor el que ha de contener al primo 37, pero  999 +2  dividido entre 37 da resto 2.  Análogamente 999999999 = 999.1001001 =999.(999999 + 999 + 3) y el paréntesis no es múltiplo de 37 ya que la división da resto 3. Sólo lograremos ese segundo factor 37 cuando el último sumando sea 37.

(Este resultado no es cierto si p no es primo: n(9) = 1 pero n(81) no es 81 .1, sino que siguiendo el resultado n(34 ) =  32 . n(3) = 9 )

Aunque la rápida aparición de 9 nos pueda hacer pensar lo contrario, es muy difícil que n(p) = n(p2 ). De hecho antes de 1000 sólo lo verifican 3 y 487.          
Regla de divisibilidad de un número m primo con 10: 

Si n(m) = k, entonces un número es divisible por m si sumadas sus cifras desde las unidades en paquetes de k cifras se obtiene un múltiplo de m.

Así como n(37) = 3, nos podemos fabricar unos cuantos múltiplos de 37: 2035, 34003, 35039, 70004, 11001, …

El sorprendente 142857

Multiplicado este número por un número del uno al seis, el resultado lo que hace es permutar cíclicamente las cifras, con lo cual es fácil de adivinar a partir de la terminación, o tanteando el comienzo:  4 . 142857 = 571428

La peculiaridad está basada en el periodo de 
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 , que es todo lo largo que puede ser. En efecto al hacer  1     7     agotamos los seis restos posibles  y por tanto para 

hacer las operaciones  2     7     ó    5     7    basta con mirar en la primera operación 

cuando aparecían los restos  2  y  6 y tener en cuenta la periodicidad.  Tenemos así que
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 ,  o bien    
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 ; ….  Y podemos extrapolar las igualdades a los números sin coma y sin periodo.

Como además   
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   tenemos que 7 . 142857 es casi un millón, con lo cual es fácil multiplicar  142857 por números no muy grandes:

45 . 142857 = (6 . 7 + 3) . 142857 = 6428571 - 6

39 . 142857 = (5 . 7 + 4) . 142857 = 5571428 – 5

Números con las mismas propiedades serán todos aquellos relacionados con   
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    con  n(p) = p-1.  Dichos números deberán ser primos ya que los compuestos no agotan todos los restos. El siguiente es  0588235294117647, correspondiente al periodo de  
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 (es importante acordarse del cero inicial a la hora de ciclar). Observemos además que partido por la mitad las dos mitades suman 05882352 + 94117647 = 99999999, que dividido en cuatro trozos de igual tamaño la suma es  0588 + 2352 + 9411 + 7647 =1998. Ello es debido a que 17 . 0588235294117647 = 9999999999999999, y como 999999  y 9999 dividen al segundo miembro deben dividir al primero y de ahí a 0588235294117647 (recordemos que 17 es primo y no puede ser factor de 999999  ni de 9999 ya que n(17) = 16). Así 0588235294117647 verifica las reglas de divisibilidad por 999999 y por 9999 ( y también de 99 y 9).

Observemos que 142 + 857 = 999 ;  14 + 28 +57 = 99 y que  1 + 4 + 2 + 8 + 5 + 7 = 27

(Usar esta propiedad para completar el periodo de 18 cifras de 
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  a partir de los decimales obtenidos de una calculadora de 10 dígitos en pantalla)
Estas observaciones son ciertas también para periodos de otros primos (salvo el 2, 3 y 5) que su inverso no agota todos los restos pero tiene un periodo de un número compuesto de cifras (que el periodo se puede dividir en trozos de igual longitud) 
Así  
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 ,  y  0136 +9863 = 9999 , 01 + 36 + 98 + 63 = 198; 

En la división de 1 entre 73 no aparecen todos los restos posibles (según el periodo aparecen 8 restos distintos), pues bien los restos que faltan forman grupos que dan lugar a periodos que ciclan. Es decir hay 9 grupos de ocho restos cada uno que al dividir por 73  dan lugar a un ciclo de ocho números:

Al dividir 1 entre 73 obtenemos los restos: 1, 10, 27, 51, 72, 63, 46 y 22. Así las divisiones de estos restos entre 73 dan lugar a periodos ciclados del  
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El resto 2 no está. Si hacemos 2 entre 73 obtenemos los restos  2, 20, 54, 29, 71, 53,19 y 44. Todos ellos divididos por 73 dan periodos ciclados de   
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Así 27 . 01369863  será un ciclo de 01369863 (por la terminación es 36986301).

Sin embargo  54 . 01369863 será un ciclo de 02739726 ( por la terminación y tamaño 

· el número a ciclar tiene dos doses – es 73972602.

(Observemos las sumas de todos esos periodos divididos en grupos de cuatro, o de dos o de uno).

Ya para acabar veamos que cuando el periodo asociado al inverso de un primo tiene un número par de cifras, la regla tipo nueve de ese primo se puede reducir un poco (pasar a una regla tipo 11), Expondremos el caso del 7.  999999 es igual a 1001. 999, pero el divisor 7 se queda en 1001, ya que 999 no puede ser múltiplo de 7 ( n(7) = 6 ). Así:

89342267835 = (89.1000000001 +342 . 999999 + 267 . 1001 ) + (835 – 267 + 342 – 89)

El primer paréntesis es múltiplo de 1001, pues lo son todos los sumandos y la pregunta de divisibilidad recae en el segundo sumando ( en la suma con signo alternado de los paquetes de cifras del número de tres en tres empezando por la izquierda). 

Avisemos de paso que aunque podríamos personalizar más la regla del 7 ello es superfluo. Hemos reducido al final el estudio a un número de tres cifras y para estudiar la divisibilidad de estos números por 7 debe usarse el acercamiento por un múltiplo claro de 7. 

235 no es múltiplo de 7 porque es 210 +25

686 es múltiplo de 7 porque es  630 + 56 

945 es múltiplo de 7 porque es  700 + 210 +35   

Lo mismo decimos con respecto a la regla del ocho.

Más nueves y curiosidades

9 . 1089 = 9081 = 
[image: image26.wmf]99
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Si cogemos un número de tres cifras  abc no capicúa, le damos la vuelta  cba , restamos del mayor el menor, y al resultado mnp le damos también la vuelta, entonces: 

mnp + pnm = 1089  

Encontrar números mp tales que   mp . p = pm, donde p es un número del 2 al  9.

Dichos números pueden encontrarse comenzando la operación partiendo de que podemos empezar la operación a la izquierda e ir obteniendo así cifras sucesivas:

m2 , 2 = 2m significa que m acaba en 4, pero entonces la cifra anterior es 2 . 4 = 8, …  

Así de derecha a izquierda obtenemos el número sin más que multiplicar por dos (y llevando si es necesario) las cifras encontradas:   105263157894736842 

Sin embargo podemos llegar a estos números a partir de periodos. Pensemos así: 
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. Multiplicando por 10  el segundo miembro obtenemos  2‘
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 y por tanto  20 x = 2 + x, de aquí que  x =  
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Por el mismo método podemos obtener los otros ocho números ligados a los periodos de las divisiones:   
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, y cuyas longitudes son respectivamente de:   28, 6, 42, 58, 22, 13  y  44  cifras. 
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 . Este resultado se da en cualquier sistema de numeración de base b haciendo b-1 el papel del nueve. Lo mismo podemos decir de las reglas tipo nueve o las reglas tipo 11 (asociadas a b+1).
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