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DEFINICIÓN

Lugar geométrico (L.G) es el conjunto de todos los puntos del plano que cumplen con una condición dada. Es decir, todo L.G. presenta las siguientes características:

1. es un conjunto de puntos. 

2. todos los puntos cumplen con una misma propiedad que lo caracteriza. 

El L.G. puede ser una línea curva, una recta, un plano, una superficie curva, etc. y a veces el mismo conjunto de puntos puede satisfacer más de una propiedad.

Ejemplos

Iniciemos determinando los puntos de un plano que están a una distancia  dada "a" de un punto P del mismo plano.
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Vemos que los puntos que cumplen con esta condición son los que forman parte de la circunferencia de centro P y radio a.

Luego, la circunferencia es el L.G. de todos los puntos del plano que están a una distancia dada de un punto dado.

Lugares geométricos más comunes

· La circunferencia de centro P y radio r, es el L.G. de todos los puntos del plano que están a la distancia r del punto P. 

· La circunferencia de centro P y radio r, es el L.G. de todos los centros de circunferencias de radio r que pasan por el punto dado P. 

· La perpendicular levantada en el punto medio del segmento AB es el L.G. de todos los puntos del plano que equidistan de los puntos A y B.

· La perpendicular levantada en el punto medio del segmento AB es el L.G. de todos los centros de las circunferencias que pasan por los puntos A y B. 

· Las paralelas a la distancia d de una recta dada L representan el L.G. de todos los puntos del plano que se encuentran a la distancia d de la recta L. 

· Las paralelas a la distancia d de una recta dada L representan el L.G. de los centros de todas las circunferencias de radio d tangentes a la recta dada L. 

· La paralela media a dos rectas paralelas dadas y  representa el L.G. de todos los puntos del plano equidistantes de las rectas y  

· La paralela media a dos rectas paralelas dadas y  representa el L.G. de los centro de todas las circunferencias tangentes a las paralelas dadas y  

· La bisectriz de un ángulo dado es el L.G. de todos los puntos del plano que se encuentran equidistantes de los lados del ángulo. 

· La bisectriz de un ángulo dado es el L.G. de los centros de todas las circunferencias tangentes a los lados del ángulos. 

· Las bisectrices de los ángulos que forman dos rectas dadas y  al intersectarse, representan el L.G. de todos los puntos del plano equidistantes de las rectas y  

· Las bisectrices de los ángulos que forman dos rectas dadas y al intersectarse, representan el L.G. de todos los centros de las circunferencias tangentes a las rectas y. 

· Dadas dos circunferencias concéntricas, la circunferencia concéntrica con las anteriores y de radio igual a la semisuma de los radios dados es el L.G. de todos los puntos del plano equidistantes de las circunferencias dadas. 
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· Dadas dos circunferencias concéntricas, la circunferencia concéntrica con las anteriores y de radio igual a la semisuma de los radios dados es el L.G. de los centros de todas las circunferencias tangentes a las circunferencias dadas. 

· El arco capaz de a construido sobre la cuerda BC, es el L.G. de todos los terceros vértices de los triángulos que tienen el lado BC común y el ángulo opuesto igual a  a. 

· La circunferencia que tiene por diámetro el segmento AB es el L.G. de los vértices correspondientes al ángulo recto de todos los triángulos rectángulos de hipotenusa AB. 
Ejemplos de determinación de un L.G.
Para resolver un problema sobre L.G. debemos considerar cuatro pasos fundamentales:

ANÁLISIS     CONSTRUCCIÓN     CONCLUSIÓN     DISCUSIÓN 
Ejemplo 1: 
Encontrar el conjunto de todos los puntos del plano que se encuentran a igual distancia de los lados de un ángulo y que equidistan de dos puntos dados A y B.

ANALISIS: Tenemos como datos el ángulo cualquiera PQR y los puntos cualesquiera A y B. Se pide que los puntos que equidistan del plano que equidistan de QR, QP, y de A y B a la vez.

CONSTRUCCIÓN: Se dibuja el ángulo PQR y los puntos A y B cualesquiera. Se traza la bisectriz del ángulo PQR y la simetral de AB.

CONCLUSIÓN: La bisectriz QT equidista de QR y QP. La simetral CT equidista de A y B. El punto del plano que cumple con las condiciones pedidas es T.

DISCUSIÓN: Aquí se debe discutir sobre el números de puntos o soluciones posibles del problema dado. En este ejemplo existe una solución si la intersección entre CT y QT es vacía, hay infinitas soluciones si CT y QT coinciden y finalmente no tendría soluciones si CT // QT.

Ejemplo 2:  
Encontrar los puntos que se hallan a la distancia d de un punto y que equidistan de dos rectas paralelas y .

ANÁLISIS: Dos situaciones se contemplan: Para que el punto buscado se halle a la distancia d del punto P, debe hallarse en la circunferencia de centro P y radio D. Para que el punto buscado equidiste de las rectas paralelas y  debe hallarse en la paralela media.

CONSTRUCCIÓN:  Se dibuja una circunferencia con centro P y dos rectas paralelas. Se traza la paralela media y  

CONCLUSIÓN: La paralela media equidista de y . Los puntos  pertenecen a la paralela media y a la circunferencia, por lo tanto también se halla a la distancia d de P.

DISCUSIÓN: No hay solución si la paralela media no corta a la circunferencia. Hay una solución si la paralela media es tangente a la circunferencia. Hay dos soluciones si la paralela media es secante a la circunferencia.

PROBLEMAS DE LUGARES GEOMÉTRICOS
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1.- Trazar el lugar geométrico generado por los puntos cuya ordenada es igual a -3.
 

 
[image: image65.jpg]



2.- Trazar el lugar geométrico generado por los puntos cuya abscisa es igual a –3.
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3.- Trazar el lugar geométrico generado por los puntos que equidistan de los puntos de coordenadas A(-2,2) y B(5,-3).
Solución

Las distancias AP=BP, entonces igualamos éstas distancias a:
AP=d1
BP=d2
Igualemos las distancias, ya que el problema plantea que deben ser los puntos que "equidisten" de las coordenadas A y B.
Entonces d1= d2
Usaremos la siguiente fórmula para encontrar la ecuación de la línea recta que pasa por el punto P(x,y):
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Sustituyamos los valores de P, A y B para plantear las ecuaciones de cada una de las distancias y posteriormente igualarlas:
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y además:
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Hacemos la igualación:
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4+4x+x2+4-4y+y2=25-10x+x2+9+6y+y2
Simplificando la ecuación anterior queda:
14x-10y-26=0
SOLUCION:
La línea recta que pasa por los puntos P(x,y) tal que sean equidistantes de las coordenadas A(-2,2) y B(5,-3) es: 14x-10y-26=0.
ÁNGULO INSCRITO
Resultado
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Demostración
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ARCO CAPAZ
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  CÓNICAS

Superficie cónica :
Se llama superficie cónica de revolución a la superficie engendrada por una línea recta g que gira alrededor de un eje e manteniendo un punto fijo sobre dicho eje V.

La recta g se llama generatriz, y la recta e, eje de la superficie cónica. El punto V es el vértice.
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Cónica : Se llama cónica a la curva obtenida al cortar una superficie cónica por un plano.

El griego Menaechmos fue el primero en estudiar las secciones cónicas. Llegó a ellas tratando de resolver uno de los tres problemas griegos clásicos: la construcción de un cubo del doble de volumen de otro cubo.

Arquímides logró calcular el área de un elipse y de un sector de la parábola con un método precursor del cálculo integral, que se desarrolló hasta el s. XVII d. C.

Apolonio de Praga representa la culminación de la geometría griega. Escribió ocho libros sobre secciones cónicas, de los cuales uno se perdió. Fue el primero en demostrar que son secciones de un cono circular, recto u oblicuo, y las estudió como curvas planas. Los nombres de elipse, parábola e hipérbola se deben a él.
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LA CIRCUNFERENCIA:
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Ecuación analítica de la circunferencia: Puesto que la distancia entre el centro (a, b) y uno cualquiera de los puntos (x , y)de la circunferencia es constante e igual al radio r tendremos que :
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pasando la raíz al otro miembro :
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desarrollando los términos cuadráticos obtenemos que :

si hacemos D = -2a , E = -2b , F = a2 + b2 - r2 tendremos :

x2 + y2 + Dx + Ey + F = 0.

Ejemplo: Encontrar la ecuación de la circunferencia tiene como centro (0,0) y pasa por (7,-9)
LA ELIPSE
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En una elipse podemos encontrar los siguientes elementos:

1. Los radios vectores de un punto P son los segmentos PF y PF'.

2. El eje focal es la recta que pasa por los focos F y F'.

3. El eje secundario es la mediatriz del segmento FF'.

4. El centro de la elipse es el punto O donde se cortan los ejes. El eje focal y el eje secundario son ejes de simetría de la elipse y el centro O es el centro de simetría.

5. La distancia focal es el segmento FF', cuya longitud es 2c, es decir, OF = OF' = c

6. Los vértices son los puntos A, A', B, B' en los que los ejes cortan a la elipse.

7. El eje mayor es el segmento AA'.

8. El eje menor es el segmento BB'.

Con la siguiente escena puedes observar como se construye la elipse. En ella puedes ver todos los elementos de que consta, además puedes comprobar que cumple la condición que la define, esto es:

PF + PF' = 2a
donde 2a es una longitud constante.
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La elipse es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de distancias a dos puntos fijos es constante . 
Estos dos puntos fijos se llaman focos de la elipse .

Ecuación analítica de la elipse: Supongamos para simplificar que los focos están situados en los puntos F(c,0) y F'(-c,0) , tomemos un punto cualquiera P(x , y) de la elipse y supongamos que la suma de las distancias entre PF y PF' es igual a 2a , entonces tendremos que :
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PF + PF' = 2a

elevando al cuadrado y uniendo términos semejantes obtenemos que :
(a2-c2)·x2 + a2y2 - (a2-c2)·a2 = 0
a partir del dibujo y aplicando Pitágoras podemos obtener que a2 = b2 + c2 ( piensa que cuando el punto P es (0,b) la hipotenusa debe medir a y el otro cateto c ) y por lo tanto la ecuación se puede quedar :
b2x2 + a2y2 = a2b2
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dividiendo entre a2b2 obtenemos que :
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Si la elipse estuviese centrada en un punto cualquiera (p,q) la ecuación debería de ser :

Si desarrollamos los cuadrados obtendremos que :
b2x2 + a2y2 - 2xpb2 - 2yqa2 + p2b2 + q2a2 - a2b2 = 0
Si hacemos A = b2 , B = a2 , D = -2pb2 , E = -2qa2 , F = p2b2 + q2a2 - a2b2 tendremos la ecuación :
Ax2 + By2 + Dx + Ey + F = 0

donde podemos comprobar que es igual que la de la circunferencia excepto que los términos A y B no tienen porqué ser iguales .

Ejemplo:

· ¿Cuál es la distancia de un extremo del eje menor al foco de la elipse x²/4+y²/3=1?

Aplicación:

· Las órbitas de planetas como la Tierra son elípticas donde un foco corresponde al Sol. También le corresponde esta figura a los cometas y satélites. Además se cree que este razonamiento se aplica también a las órbitas de los átomos.

· Debido a la resistencia del viento, las trayectorias que realizan los aviones cuando hacen viajes circulares se vuelven elípticas.

En arquitectura se utilizan con mayor frecuencia arcos con forma elíptica.
LA HIPÉRBOLA




En una hipérbola podemos encontrar los siguientes elementos:
1. Los radios vectores de un punto P son los segmentos PF y PF'.

2. El eje focal es la recta que pasa por los focos F y F'.

3. El eje secundario es la mediatriz del segmento FF'.

4. El centro de la hipérbola es el punto O donde se cortan los ejes. El eje focal y el eje secundario son ejes de simetría de la hipérbola y el centro O es también el centro de simetría.

5. La distancia focal es el segmento FF', que se designa como en la elipse por 2c, es decir, OF = OF' = c

6. Los vértices son los puntos A, A', B, B' . Los vértices A y A' son los puntos de corte del eje focal con la hipérbola. Los vértices B y B' son los puntos de corte del eje secundario con la circunferencia de centro A y radio c = OF

7. El eje transverso o eje real es el segmento AA'.

8. El eje no transverso o eje imaginario es el segmento BB'.

Con la siguiente escena puedes observar como se construye la hipérbola. En ella puedes ver todos los elementos de que consta, además puedes comprobar que cumple la condición que la define, esto es:
PF' - PF = 2a o bien PF - PF' = 2ª
donde 2a es una longitud constante.

Ecuación analítica de la hipérbola : Supongamos para simplificar que los focos están situados en los puntos F(c,0) y F'(-c,0) , tomemos un punto cualquiera P(x , y) de la elipse 
y supongamos que la diferencia de las distancias entre PF y PF' es igual a 2a , entonces tendremos que :
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PF - PF' = 2ª

Elevando al cuadrado y uniendo términos semejantes obtenemos que :

(c2-a2)·x2 - a2y2 - (c2-a2)·a2 = 0

a partir del dibujo y aplicando Pitágoras podemos obtener que c2 = a2 + b2 y por lo tanto la ecuación se puede quedar :

b2x2 - a2y2 = a2b2
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   dividiendo entre a2b2 obtenemos que :
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Si la elipse estuviese centrada en un punto cualquiera (p,q) la ecuación debería de ser :

Si desarrollamos los cuadrados obtendremos que :

b2x2 - a2y2 - 2xpb2 + 2yqa2 + p2b2 - q2a2 - a2b2 = 0

Si hacemos A = b2 , B = -a2 , D = -2pb2 , E = 2qa2 , F = p2b2 - q2a2 - a2b2 tendremos la ecuación :

Ax2 - By2 + Dx + Ey + F = 0

donde podemos comprobar que es igual que la de la elipse excepto que los términos A y B no son del mismo signo.

Ejemplo: Hallar la ecuación de la hipérbola cuyos focos son (-6,2) y (0,2) y con un extremo del eje conjugado en (-3,3)

Aplicación:Algunos cometas tienen órbitas hiperbólicas

La ley de Boyle es una relación hiperbólica, ya que se establece entre dos relaciones que son inversamente proporcionales entre sí.
LA PARÁBOLA




PF = PH En una parábola podemos encontrar los siguientes elementos:
1. El foco es el punto F..

2. La directriz es la recta d.

3. El radio vector de un punto P es el segmento PF que lo une al foco.

4. El parámetro es la distancia FD del foco a la directriz d y se designa por p..

5. El eje de la parábola es también un eje de simetría

6. El vértice es el punto V en que el eje corta a la parábola.
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Ecuación analítica de la parábola: Supongamos que el foco esté situado en el punto (0,c) y la directriz es la recta y = -c (por lo tanto el vértice está en su punto medio (0,0) ) , si tomamos un punto cualquiera P(x , y) de la parábola y un punto Q(x , -c) de la recta debe de cumplirse que :

PF = PQ
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elevando al cuadrado :

x2 = 4cy

si la parábola no tiene su vértice en (0,0) si no en (p,q) entonces la ecuación sería :

(x-p)2 = 4c(y-q)

desarrollando la ecuación tendremos :

x2 + p2 - 2xp - 4cy + 4cq = 0

si hacemos D = -2p , E = -4c , F = p2 + 4cq obtendremos que es :

x2 + Dx + Ey + F = 0

en la que podemos observar que falta el término de y2

Nota : como habrás observado el término xy no aparece nunca , esto es porque hemos supuesto que los ejes de simetría de las cónicas son paralelos a los ejes coordenados , en caso contrario aparecería este término , que como es lógico dependerá del ángulo de inclinación de los ejes .

Ejemplo: Hallar la ecuación de la parábola cuyo eje es horizontal, con vértice en (0,0) y foco en el punto (5,0). Trazar la gráfica.

Aplicación: Las trayectorias que siguen los proyectiles son parábolas. Newton lo demostró considerando a la Tierra como un plano y sin tomar en cuanta la fricción del aire.
CONCLUSIÓN.
Hay cuatro tipos de cónicas, que son la hipérbola, parábola, circunferencia y elipse.
Cada una tiene aplicaciones prácticas como es en el caso de la elipse e hipérbola. Éstas son principalmente empleadas en el estudio de las órbitas, o sea en astronomía. Así también las elipses se aplican para describir las trayectorias de ciertos vuelos en avión.
Problemas resueltos

1.- Trazar el lugar geométrico generado por los puntos que equidistan 5 unidades del punto de coordenadas A(5,-3).

Para este problema emplearemos la ecuación de la distancia:
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Entonces tomamos los valores de P(x1,y1), A(5,-3) como A(x2,y2) y las 5 unidades como la distancia, entonces:
(5)2=(x-5)2+(y+3)2
25=(x-5)2+(y+3)2
Entonces la ecuación es de la forma de la circunferencia con centro en h k.
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siendo el radio de 5 unidades y el centro en el punto C(h,k), o sea A(5,-3)
SOLUCION:
El lugar geométrico que equidista 5 unidades del punto A(5,-3) es una circunferencia, cuya ecuación es: (x-5)2+(y+3)2=25
La gráfica queda:
[image: image27.png]12




 

 
2.- Trazar el lugar geométrico generado por los puntos que satisfacen el hecho de que la suma de sus distancias a los puntos de coordenadas A(-2,2) y B(5,-3) es siempre igual a 10.
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AP+BP=10
AP=d1
BP=d2
Encontremos las ecuaciones de cada distancia AP y BP:
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y también [image: image30.png]dy =Jlx=57 +(y+3)°
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Desarrollamos todos los cuadrados de la ecuación anterior y queda:
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49x2-70xy+25y2-882x+630y+3969=100x2-1000x+100y2+600y+3400
(-1)(-51x2-70xy-75y2+118x+30y+569)=0
51x2+70xy+75y2-118x-30y-569=0
La ecuación anterior es la que cumple que la suma de las distancias de los puntos A(-2,2) y B(5,-3) al punto P(x,y) es igual a 10, ahora podemos encontrar algunos puntos para trazar la gráfica:
Si x=1 entonces la ecuación para el valor de y queda:
51+70y+75y2-118-30y-569=0  75y2+40y-636=0
Si resolvemos la ecuación anterior queda de valores para y:
y1=2.65
y2=-3.19
Si x=0 entonces la ecuación queda:
75y2-30y-569=0
Las soluciones para y de la ecuación anterior son:
y1=2.96
y2=-2.56
Si x=-1 la ecuación queda:
51-70y+75y2+118-30y-569=0  3y2-4y-16=0
Soluciones de y para la ecuación anterior:
y1=3.07
y2=-1.73
Con las coordenadas encontradas y si podemos encontrar más, podremos hacer la gráfica del lugar geométrico.
SOLUCION:
El lugar geométrico que cumple que la suma de las distancias a los puntos P(x,y) desde A(-2,2) y B(5,-3) sea 10 unidades es la ecuación:
51x2+70xy+75y2-118x-30y-569=0
Si se grafica por completo queda lo siguiente:
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3.- Trazar el lugar geométrico generado por los puntos que satisfacen el hecho de que la diferencia de sus distancias a los puntos de coordenadas A(-2,2) y B(5,-3) es siempre igual a 5.
A(-2,2) B(5,-3) Debemos encontrar el punto P(x,y) tal que:
AP-BP=5 o también puede usarse BP-AP=5
Usemos la fórmula de la distancia, entonces
AP=d1
BP=d2
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y para la otra distancia: [image: image35.png]dy =Jlx=57 +(y+3)°




Ahora sustituimos y despejamos la ecuación:
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Desarrollando y acomodando la ecuación queda:
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Simplificando la ecuación anterior queda:
96x2-280xy-428x+420y+1701=0
Ahora propongamos puntos para hacer la gráfica correspondiente:
Si x=1 entonces
96(1)2-428(1)-280y+420y+1701=0
140y=-1369 entonces y=-9.77 si x=1
Si x=0 entonces:
96(0)-428(0)-280(0)y+420y+1701=0
420y=-1701 entonces y=-4.05 si x=0
Si x=-1 entonces:
96(-1)2-428(-1)-280(-1)y+420y+1701=0
700y=-2225 entonces y=-3.17 si x=-1.
SOLUCION:
Si se hace la gráfica completa del lugar geométrico tal que:
AP-BP=5 ó
BP-AP=5
Es la siguiente:
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23.- Indicar si la gráfica correspondiente a x2=4y es simétrica: respecto al eje de las abscisas (EJE X), al eje de las ordenadas (EJE Y) o al origen del sistema de coordenadas.
La ecuación x2=4y es de una parábola de la forma:
x2=4Py
Entonces P=1 y sabemos que si P>0 la parábola abre hacia arriba de los ejes coordenados y su vértice está en el origen, su foco, según la ecuación está en F(0,1)
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SOLUCION:
 

La ecuación x2=4y abre hacia arriba, su foco está en F(0,1), su vértice en el origen y es SIMETRICA AL EJE Y.
 

 

24.- Determinar las coordenadas de los puntos de los ejes coordenados comunes a la gráfica de 9x2+4y2=36.
La ecuación 9x2+4y2=36 la podemos acomodar de la forma:
[image: image41.png]



la cual es la ecuación de una elipse con centro en el origen y sus vértices se localizan sobre el eje Y.
Acomodando la ecuación queda:
[image: image42.png]


en donde a2=9 entonces a=3 y b2=4 entonces b=2
a=3 b=2
SOLUCION:
[image: image43.png]v(e,3)
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Los puntos comunes a los ejes son: V(0,3) V’(0,-3) B(2,0) y B’(-2,0).
 

 

25.- Determinar las coordenadas de los puntos comunes a las gráficas correspondientes a las ecuaciones: x-y=5 y x2-y=5.
Hacemos un sistema de dos ecuaciones y lo resolvemos:
Ecuación 1 x-y=5
Ecuación 2 x2-y=5
Restamos 1 menos 2 y queda:
-x2+x=0  (x)(x-1)=0  Entonces x1=1 y x2=0
Sustituimos x1 y x2 en la Ecuación 1 para encontrar y1 y y2 respectivamente:
1-y=5  y1=-4
0-y=5  y2=-5
SOLUCION:
Los puntos comunes a las ecuaciones x-y=5 y x2-y=5 son los puntos de coordenadas P1(1,-4) y P2(0,-5).
 

 

26.- En un mismo sistema de coordenadas dibujar los lugares geométricos correspondientes a cada una de las siguientes ecuaciones:
a) [image: image44.png]



b) [image: image45.png](y+4)? +(x-3)* =25




c) [image: image46.png](x-3) =-5(y-4)




d) [image: image47.png]9y +4) +4(x -3 =36




e) [image: image48.png]9y +4) -4(x-3)° =36




A)La ecuación del inciso A) es una recta, si le damos 2 valores distintos a x la podemos trazar:
Si x1=1 entonces:
y1=2/3-2  y1=-4/3
Si x=0 entonces:
y2=0-2  y2=-2
B)La ecuación del inciso B es una circunferencia de centro C(h,k) entonces:
[image: image49.png](y+4)? +(x-3)* =25



C(3,-4) r2=25 r=5
C)El inciso C es una parábola con centro en C(h,k) entonces:
[image: image50.png](x-3) =-5(y-4)



Centro C(3,4) 4P=-5 P=-5/4 Lado recto=|4P|=-(-5)=5
D)Este inciso su ecuación es la de una elipse que se abre paralelo al eje X:
[image: image51.png]9y +4) +4(x -3 =36



Acomodándola queda: [image: image52.png]



Entonces de la ecuación: a2=9 a=3 y b2=4 b=2
Centro(3,-4) V(6,-4) V’(0,-4) B(3,-6) B’(3,-2)
E)Esta ecuación es la de una hipérbola con centro fuera del origen:
[image: image53.png]9y +4) -4(x-3)° =36



Acomodándola: [image: image54.png]


Entonces:
a2=4 a=2 y b2=9 b=3 C(3,-4) V(3,-2) V’(3,-6)
SOLUCION:
Graficando todas las ecuaciones anteriores en el mismo sistema queda:
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La hipérbola es el conjunto de puntos del plano cuya diferencia de distancias a dos puntos fijos llamados focos es una cantidad constante


PF' - PF = 2a o bien  PF - PF' = 2a








La elipse es el conjunto de puntos de un plano cuya suma de distancias a dos puntos fijos llamados focos es una cantidad constante.





PF + PF' = 2a





La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano, tales que su distancia a un punto fijo O, llamado centro de la circunferencia, es constante. A esta distancia la llamamos radio de la circunferencia.








La parábola es el conjunto de puntos del plano que está a la misma distancia de un punto, su foco, y una recta fija, su directriz.





LA CARDIOIDE
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